MATEMATICKA OLYMPIADA 2026/2027

Navodné a dopliujuce ulohy
k iloham domacej pripravy kategorie A
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Kazdy z 8 rytierov okolo okruhleho stola pozna svojich dvoch susedov a nikoho iného. Kolkymi spésobmi
mozno rytierov rozdelit na dve skupiny tak, aby mal kazdy vo svojej skupine prave jedného zndmeho?

Vyrieste predchadzajicu ulohu pre 10 rytierov namiesto 8.

KaZdy zo 40 rytierov okolo okrihleho stola pozna svojich dvoch susedov a nikoho iného. Kol'kymi sp6sobmi
mozno rozdelit rytierov na hrdinov a zloduchov tak, aby kazdy rytier poznal prave jedného hrdinu?

V rade na obed stoji n > 4 Ziakov. Kazdy z nich poznd iba dvoch Ziakov, ktorych ma priamo pred sebou,
a dvoch, ktorych ma priamo za sebou (Ziaci na krajoch maji zndmych menej). Pre ktoré n moZno Ziakov
rozdelit do dvoch skupin tak, aby mal kazdy vo svojej skupine prave 2 znadmych?

Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. KaZdy z rytierov mal medzi ostatnymi prave
troch nepriatelov. a) Ukazte, Ze panovnik moZe rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazdy rytier sedel
prirovnakom stole nanajvys s jednym nepriatelom. b) Ukazte, Ze v pripade l'ubovolného takéhoto rozsadenia
sedi pri kazdom stole nanajvys 16 rytierov. (Nepriatelstvo je vzajomny vztah: ak 4 je nepriatelom B, tak aj
B je nepriatelom A.)

Na vecierku sa stretlo n 0s6b, pricom n > 2. Kazda osoba nema rada prave jednu int osobu pritomnu na
vecierku (ale nie nutne vzajomne, t.j. moZe sa stat, Ze A ma rad B aj napriek tomu, Ze B nema rad A) a ma
rada vSetky ostatné. DokaZte, Ze hosti moZno usadit k trom stolom takym sp&sobom, aby mal kazdy host’
rad vSetky osoby pri svojom stole.

PozdlZ kruZnice je rozmiestnenych 16 realnych ¢isel so sic¢tom 7. Dokazte, Ze existuje Gisek piatich susednych
Cisel so suctom asporni 2. Urcte najmensSie k také, Ze v opisanej situacii mozno vzdy najst tisek k susednych
Cisel so suctom aspon 3.

Dve tetivy delia kruh s obsahom 1 na Styri ¢asti, pri¢om prva tetiva deli kruh na dva odseky v pomere obsahov
1 : 2 a druha tetiva deli kruh na dva odseky v pomere obsahov 1 : 3. Dokazte, Ze obsah niektorej zo 4 Casti
jeo % vacsi ako obsah inej z casti.

DIZKky stran trojuholnika ABC tvoria aritmetickd postupnost. Oznaéme K, L, M body dotyku vpisanej kruz-
nice postupne so stranami AB, BC, CA. Dokazte, Ze vzdialenosti |AK]|, |BL|, |CM| (v nejakom poradi) tiez
tvoria aritmeticku postupnost. Pomdécka: plati |AK| = |AM|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM|.

Dve tetivy delia kruh na Styri ¢asti, pricom tri z tychto ¢asti maji obsahy 5, 7 a 13. Urcte obsah zvyS$nej Casti,
ak jedna z tetiv prechadza stredom kruhu. Urcte vSetky moznosti.

KaZdej hrane Stvorstenu priradime jedno reélne ¢islo tak, aby kazda stena mala rovnaky stucet ¢isel svojich
troch hran. Nanajvys kol'ko zo Siestich ¢isel priradenych hranam mdZze byt navzajom réznych?
KaZdej hrane Stvorstenu priradime kladné redlne ¢islo tak, aby niektoré dve steny mali rovnaky sucet cisel

svojich troch hran a zvy$né dve steny mali rovnaky sucin ¢isel svojich troch hran. Nanajvys kol'ko zo Siestich
Cisel priradenych hrandm moze byt roznych?

3 Zopakujte si pojem rovnolahlosti. Napr. https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/geom_zobr/?pag
e=vz12 alebo J. Sedivy: Shodnost a podobnost v konstrukénich tllohach, SMM, 1980 (https://dml.cz/handl
e/10338.dmlcz/403977).
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Pre dané dve pretinajice sa nezhodné kruznice zostrojte ich spolo¢né dotyc¢nice.

Trojuholnik ABC so stranami diZoka = 7, b = 9, ¢ = 12 ma obsah § = 14+/5 (ako vyplyva z Herénov-
ho vzorca). Vypocitajte a) vysSku v, na stranu a, b) polomer p vpisanej kruznice, c) polomer p, kruznice
pripisanej strane BC.

Stredna priecka trojuholnika ABC rovnobeZna s jeho stranou BC je doty¢nicou kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC. Vyjadrite a pomocou b a c.

Priamka p je rovnobezna so stranou BC trojuholnika ABC a prechadza jeho tazZiskom. Oznac¢me K, L postup-
ne priesecniky priamky p so stranami AB, AC trojuholnika. Aky je pomer polomerov kruznic k, [ vpisanych
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postupne trojuholnikom ABC a AKL?

V situdcii z predchadzajtcej tlohy ozna¢me g rovnobezku s AC prechadzajicu stredom kruZnice k a Q prie-
se¢nik priamok q a BC. Dalej oznaéme r rovnobeZzku s AC prechadzajiicu stredom kruZnice [ a R priese¢nik
priamok r a K L. Dokazte, Ze priamka QR prechadza bodom A.

V trojuholniku ABC ozna¢me D bod dotyku vpisanej kruZnice so stranou BC a E bod dotyku kruznice pripi-
sanej strane BC s touto stranou. Dokazte, Ze stred usecky DE splyva so stredom usecky BC.

V situdcii z predoslej tlohy nech je F taky bod kruznice vpisanej trojuholniku ABC, Ze FD je jej priemer.
Dokazte, Ze body A, F a E lezia na jednej priamke.

Dany je trojuholnik ABC s obsahom S. Vnutri trojuholnika, ktorého vrcholmi su stredy stran trojuholnika

ABC, je lubovolne zvoleny bod 0. Ozna¢me A’, B’, C' postupne obrazy bodov 4, B, C v stredovej simernosti
podla bodu 0. Dokazte, Ze Sestuholnik AC'BA'CB’ mé obsah 28S.

Je dany trojuholnik ABC. Ozna¢me T, bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC so stranou BC a E,
stred kruznice pripisanej strane BC. Podobne definujeme body Ty, Ej, a T, E pre strany CA a AB. Dokazte,
Ze priamky T, E,, T, Ep a T.E,. prechadzaji jednym bodom.



N1 RiesSte v prirodzenych ¢islach rovnicu (a + b + 1)(a + 5b + 8) = 76.

N2 Rieste (p + q)(p +r+ 1) = 143 pre prvocislap > g >r.

N3 Urcte vSetky nenulové prirodzené ¢isla a s vlastnostou: 3a + 14 je nasobkom ¢isla a + 2.

D1 Njjdite vSetky dvojice nenulovych prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati a + b + nsd(a, b) + nsn(a, b) = 50.

D2 Urcte vSetky dvojice a, b nenulovych prirodzenych cisel, pre ktoré plati a - nsn(a, b) = 4 - nsd(a, b).

D3 Najdite vSetky dvojice nenulovych prirodzenych ¢isel (a, b) takych, Ze nsn(a, b) + nsd(a, b) = 63.

D4 Styri navzajom rézne prvocisla p, q, r, s spiiiaji rovnost 72 + p = q - r - s. Uréte najmens$iu mozni hodnotu
.

D5 Nijdite vSetky nenulové prirodzené ¢isla, ktoré nie st mocninou ¢isla 2 a ktoré sa rovnaju suctu trojnasobku
svojho najvacsieho neparneho delitela a patnasobku svojho najmensieho neparneho delitela vacsieho ako 1.

5
N1 DokaZte, Ze v situdcii na obrazku plati XY || ZIW.
w 14
Z X
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104
97° 85°
C B A

N2 UvaZujme trojuholnik ABC s kruZnicou k jemu opisanou a druhy trojuholnik XYZ s opisanou kruznicou L.
Nech plati [¥ABC| = |%XYZ|. Potom su kruznice k a [ zhodné prave vtedy, ked' |AC| = [XZ]|.

N3 Nech ABC je trojuholnik, k jemu opisana kruznica a H priese¢nik jeho vy$ok. Ozna¢me H' obraz bodu H
v osovej simernosti podla BC. Dokazte, 7ze H' € k.

D1 Reimova veta hovori: Nech body A, B, Y, X leZia na jednej kruznici. Na priamkach AX a BY su postupne dané
body C a D. Predpokladdme, Ze body A, B, Y, X, C, D sti navzdjom rézne. Potom body C, D, Y, X leZia na jednej
kruznici prdve vtedy, ked priamky AB, CD sii rovnobeZné. Dokazte ju pre pripad, Ze ABDC je Stvoruholnik, X
lezi na isecke AC a Y na tusecke BD.

D2 V konvexnom patuholniku ABCDE plati |*CBA| = |XBAE| = |XAED|. Na stranach AB a AE existuju po-
stupne body P a Q tak, Ze |AP| = |BC| = |QE| a |AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, ze CD |l PQ.

D3 Konvexny patuholnik ABCDE ma vSetky strany rovnako dlhé. Uhlopriecky AD a EC sa pretinaji v bode S
tak, ze |¥ASE| = 60°. Dokazte, ze patuholnik ABC DE ma niektoré dve strany rovnobezné.

6 V nasledujucich tlohach pod delitel'mi myslime vzdy kladné delitele.

N1 DokaZete pokryt vSetky delitele ¢isla 6 dvoma geometrickymi postupnostami? DokaZete pokryt vSetky de-
litele Cisla 24 dvoma geometrickymi postupnostami?

N2 N4&jdite nekonecne vela isel, ktorych vSetky delitele moZno pokryt dvoma geometrickymi postupnostami,
ale jednou geometrickou postupnostou nie.

N3 Ak ma ¢islo m prvociselny rozklad py* py? ...p,f", tak pocet jeho delitelov je (a; + 1)(a, + 1) ... (ax + 1). Do-
kazte.

N4 Dokazte, Ze v prvociselnom rozklade ¢isla n! je exponent dvojky vacsi alebo rovny exponentu l'ubovolného
iného prvocisla.

N5 Obdiznik je rozdeleny na 3 x 5 jednotkovych $tvoréekov. Kol'ko najmenej potrebujeme priamok, aby kazdym
vrcholom kazdého $tvorceka prechadzala aspoii jedna priamka?

N6 Cisla a* a a’ st racionalne. Musi byt a tiez racionalne? Ak si raciondlne ¢isla b* a b®, musi byt racionalne
aj b?

N7 Euklidov algoritmus je algoritmus na hladanie najvacsSieho spolo¢ného delitela dvoch ¢i viacerych cisel. Pre
kazdd kone¢nu postupnost dq, d,, ..., d, nenulovych prirodzenych ¢isel opakujeme nasledujtci postup: v kaz-
dom kroku vezmeme dva ¢leny a, b postupnosti také, Ze a > b (ak také existuju) a vacsi ¢len a nahradime
ich rozdielom a — b. Dokazte, Ze algoritmus skon¢i po konecne vela krokoch, a to vo chvili, ked’ budu vsetky
Cisla rovné najvacsiemu spoloc¢nému delitelovi pévodnych cisel d4, ..., d;,.

D1 Pre celé ¢islon > 3 definujeme postupnost a4, a5, ..., a; ako postupnost exponentov v prvociselnom roz-
klade n! = pyipy? ...p,f"", kde p; < p, < -+ < pi su prvocisla. Najdite vSetky celé Cislan > 3, pre ktoré je
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aq, Ay, ..., A geometricka postupnost.

Predpokladajme, Ze a; < a, < -+ < g4 je aritmetickd postupnost’ kladnych celych ¢isel a postupnost’
by < by < -+ < bygy4 je geometrickd postupnost kladnych celych Cisel. Urcte najvacsi mozny pocet celych
Cisel, ktoré sa mozu vyskytovat v oboch postupnostiach zarovern, a to cez vSetky mozné vol'by tychto dvoch
postupnosti.

Na tabuli je napisanych 2026 (nie nutne roznych) celych ¢isel vacsich ako 1. V kazdom tahu Konfucius vybe-
nsn(m,n)
nsd(m,n)’
kym moze. a) Dokazte, Ze nezavisle od postupu Konfucius po kone¢nom pocte tahov skondj, t.j. na tabuli

zostane jediné Cislo vacsie ako jedna. b) DokaZzte, Ze hodnota tohto Cisla je tieZ nezavisla od Konfuciovho
postupu.

riedve Cislam > 1an > 1zrbéznych miest na tabuli a nahradiich ¢islami nsd(m, n) a Tak pokracuje,
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Navodné a dopliujuce ulohy
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Kazdy z 8 rytierov okolo okruhleho stola pozna svojich dvoch susedov a nikoho iného. Kolkymi spésobmi
mozno rytierov rozdelit na dve skupiny tak, aby mal kazdy vo svojej skupine prave jedného zndmeho?
RieSenie:

Dvoma sposobmi. Ak su dvaja susedia v rovnakej skupine, tak st dvaja rytieri nalavo od nich nutne obaja
v tej druhej. Ocislujme rytierov ¢islami 1 az 8 v smere hodinovych ruciciek. Ak je 1 v skupine s 2 (oznacme
ju A), tak 3, 4 st v opacnej skupine (ozna¢me ju B) a dalej nutne 5, 6 siv A a7, 8 suv B atoto rozdelenie
vyhovuje. Podobne ak je 1 v skupine s 8, ziskame druhé mozné rozdelenie. Poznamenajme, Ze rytieri st
navzajom rozliSitelni, preto ich moéZeme ocislovat. Naopak skupiny rozlisiteIné nie si - ak by sme zamenili
skupiny A a B, dostali by sme rovnaké rozdelenie. Preto sme ako A oznacili ti skupinu, v ktorej sa nachadza
rytier 1.

Vyrieste predchadzajicu tlohu pre 10 rytierov namiesto 8.

RieSenie:

Ani jednym sposobom. Ak by bolo mozZné rytierov pozadovanym sposobom rozdelit, museli by rytieri tvorit
dvojice podobne ako v predchadzajuicej tlohe, t.j. niektori dvaja susedni rytieri by boli v skupine A, dalsia
dvojica nutne v skupine B a tak dalej. KedZe je vSak dvojic neparny pocet, bola by posledna dvojica v rovnakej
skupine ako ta prva, ¢o nie je mozZné, pretoze obe dvojice spolu susedia a nutne by potom existoval rytier,
ktory by mal vo svojej skupine oboch svojich znadmych.

KaZzdy zo 40 rytierov okolo okruhleho stola pozna svojich dvoch susedov a nikoho iného. Kol'’kymi sp6sobmi
mozno rozdelit rytierov na hrdinov a zloduchov tak, aby kazdy rytier poznal prave jedného hrdinu?
Riesenie:

Styrmi. Podobne ako v predchadzajucich tlohach sa musia okolo stola pravidelne striedat’ pary hrdinov
s parmi zloduchov. KedZe su ale skupiny rozliSitelné (jedni su hrdinovia a druhi zloduchovia), dostavame
na rozdiel od prvej ndvodnej tlohy 4 moznosti: 1. hrdinovia st rytieri 1 a 2, 2. hrdinovia su rytieri 2 a 3,
3.rytieri 3 a4, 4. rytieri 4 a 5.

V rade na obed stoji n > 4 ziakov. Kazdy z nich pozna iba dvoch Ziakov, ktorych ma priamo pred sebou,
a dvoch, ktorych ma priamo za sebou (Ziaci na krajoch maji zndmych menej). Pre ktoré n moZno Ziakov
rozdelit do dvoch skupin tak, aby mal kaZdy vo svojej skupine prave 2 znamych?

Riesenie:

Pre n delitelné tromi. Prvy ziak musi byt v skupine s oboma ziakmi za nim, st to jeho jedini znadmi. Tito dvaja
uZ maju v skupine 2 zndmych, takZe dalsi dvaja v rade (4. a 5.) musia byt v druhej skupine, a tieZ 6., inak by
tam 4. nemal dvoch zndmych. Z rovnakého dovodu musi byt 7. az 9. Ziak v prvej skupine, 10. az 12. v druhej
a tak dalej. Ziakov je teda potrebné rozdelovat' do dvoch skupin po trojiciach. Ked%e rovnaky proces musi
fungovat aj ked zacneme od posledného Ziaka, musi byt n delitelné tromi. Pre kazdé n delitelné tromi bude
takéto rozdelenie po trojiciach spiiiat podmienku zo zadania.

Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. Kazdy z rytierov mal medzi ostatnymi prave
troch nepriatelov. a) Ukazte, Ze panovnik moze rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazdy rytier sedel
prirovnakom stole nanajvys s jednym nepriatelom. b) Ukazte, Ze v pripade lubovolného takéhoto rozsadenia
sedi pri kazdom stole nanajvys 16 rytierov. (Nepriatelstvo je vzajomny vztah: ak A4 je nepriatelom B, tak aj
B je nepriatelom A.)

Riesenie:

51-C-I-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=279%#page=4)

Na vecierku sa stretlo n 0sob, pricom n > 2. Kazda osoba nema rada prave jednu int osobu pritomnu na
vecierku (ale nie nutne vzajomne, t.j. moze sa stat, Ze A ma rad B aj napriek tomu, Ze B nema rad A) a ma
rada vSetky ostatné. Dokazte, Ze hosti mozno usadit k trom stolom takym sp&sobom, aby mal kazdy host
rad vSetky osoby pri svojom stole.

RieSenie:



72-CPSJ-T3 (https://artofproblemsolving.com/community/c3822075_2023_ czechpolishslova
k_junior_match)

D3 Pozdl?kruZnice je rozmiestnenych 16 redlnych &isel so sti¢tom 7. Dokézte, Ze existuje tisek piatich susednych
Cisel so suctom aspon 2. Urcte najmensie k také, Ze v opisanej situacii mozno vzdy najst tsek k susednych
Cisel so sictom asporn 3.

RieSenie:
60-B-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=367#page=2)

N1 Dve tetivy delia kruh s obsahom 1 na $tyri ¢asti, pricom prva tetiva deli kruh na dva odseky v pomere obsahov
1 : 2 a druhi tetiva deli kruh na dva odseky v pomere obsahov 1 : 3. DokaZte, Ze obsah niektorej zo 4 ¢asti
jeo % vacsi ako obsah inej z ¢asti.

RieSenie:
Oznacme x obsah prieniku dvoch odsekov s obsahmi % a i. Potom jednotlivé Casti maji obsahy x, é - X,

1 1 1 5 . Ly 5 v PR
S —xa 1- 3™ (Z — x) =5 Tt posledna cast je o —; vacsia ako prva cast.

N2 Dizky stran trojuholnika ABC tvoria aritmetickd postupnost. Oznaéme K, L, M body dotyku vpisanej kruz-
nice postupne so stranami AB, BC, CA. Dokazte, Ze vzdialenosti |AK]|, |BL|, |CM| (v nejakom poradi) tiez
tvoria aritmeticku postupnost. Pomocka: plati |AK| = |AM|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM|.

RieSenie:

Ozna¢me x = |AK| = |AM|,y = |BK| = |BL|, z = |CL| = |CM| a pismenami a, b, ¢ diky stran trojuholnika,
priloma = b —dac = b + d, kde d je diferencia aritmetickej postupnosti. Platitedax +y =c = b +d,
y+2z=a=b—d,z+x = b. S¢itanim prvych dvoch rovnic a od¢itanim tretej dostdvame postupne (x +y) +
b+z2)—(x+2z)=(b+d)+(b—d)—b,t.j. y = b/2. Podobne sc¢itanim inej dvojice rovnic a od¢itanim
zvysnej ziskame z = b/2 —d ax = b/2 + d, teda z, y, x tvoria aritmeticki postupnost s diferenciou d.

N3 Dve tetivy delia kruh na Styri Casti, pricom tri z tychto ¢asti maji obsahy 5, 7 a 13. Urcte obsah zvysSnej Casti,

ak jedna z tetiv prechadza stredom kruhu. Urcte vSetky moznosti.

RieSenie:

11 a 15. Tetiva prechadzajica stredom deli kruh na dva zhodné odseky, t.j. stiet obsahov dvoch casti je
polovica obsahu kruhu. Obsah x Stvrtej Casti musi spliiat jednu z troch rovnic: 5+13 = 74+x,74+13 = 5+x
alebo 5 + 7 = 13 + x. Z prvych dvoch rovnic dostavame riesenie 11, resp. 15, tretia rovnica nema kladné
rieSenie. Rozmyslime si, Ze k vypocitanym ¢islam naozaj existuju kruhy a tetivy. V prvom pripade ma kruh
obsah 36, v iom vezmeme tetivu, ktord ho rozdeluje na odseky s obsahmi 7 + 5 = 12a 13 + 11 = 24.
Otacanim tetivy prechadzajicej stredom zabezpecime, aby tato tetiva rozdelila odsek s obsahom 12 na dve
Casti s obsahmi 5 a 7. Zvy$né dve Casti uz majd nutne obsahy 13 a 11. Podobne v pripade druhého riesSenia.

D1 Kazdej hrane $tvorstenu priradime jedno redlne cislo tak, aby kazda stena mala rovnaky sucet ¢isel svojich
troch hran. Nanajvys kol'ko zo Siestich ¢isel priradenych hranam mdZze byt navzajom réznych?
RieSenie:
75-B-1-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5838)

D2 KaZzdej hrane $tvorstenu priradime kladné realne Cislo tak, aby niektoré dve steny mali rovnaky sucet cisel
svojich troch hran a zvysné dve steny mali rovnaky sucin Cisel svojich troch hran. Nanajvys kol'’ko zo Siestich
Cisel priradenych hrandm moze byt réznych?
RieSenie:
75-B-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5877)

3 Zopakujte si pojem rovnolahlosti. Napr. https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/geom_zobr/?pag

e=vzl12 alebo . 5edivy: Shodnost a podobnost v konstrukénich dlohach, SMM, 1980 (https://dml.cz/handl
e/10338.dmlcz/403977).

N1 Pre dané dve pretinajtice sa nezhodné kruznice zostrojte ich spolo¢né dotycnice.

RieSenie:

Zvycajna konStrukcia je zaloZend na fakte, Ze spolo¢né dotyCnice sa pretinajui v tom strede rovnolahlosti
oboch kruznic, ktory lezi mimo kruznic. Tento stred zostrojime takto: pre dané kruZnice k, k' so stredmi S,
S’ zostrojime rovnobezky p, p’ prechidzajice postupne bodmi S, S, ktoré nie sti rovnobezné s priamkou SS'.
Oznacme X prienik p a k a analogicky X' prienik p’ a k' tak, aby SS'X'X bol lichobeZnik. Priese¢nik priamky
XX' s priamkou SS’ je hladany stred rovnolahlosti. Body dotyku doty¢nic s kruZnicami potom zostrojime
pomocou Talesovych kruznic. (Opis konstrukcie je strucny, pretoze ide o bezné stredoskolské ucivo.)



N2

N3

N4

N5

D1

D2

D3

D4

Trojuholnik ABC so stranami diZoka = 7, b = 9, c = 12 ma obsah § = 14+/5 (ako vyplyva z Herénov-
ho vzorca). Vypocitajte a) vySku v, na stranu a, b) polomer p vpisanej kruznice, c) polomer p, kruznice
pripisanej strane BC.

RieSenie:

a) 4V5, b) V5, ¢) 2v/5. Zo znamych vzorcov mame

28

28
2 _E a4 p=—2 B

v =
@ q a+b+c

Z toho dostavame, Ze 2p = %va. Preto je dotycnica k vpisanej kruznici rovnobezna s BC (a r6zna od B()
strednou prieckou trojuholnika ABC. KedZe rovnolahlost zobrazujica vpisanu kruznicu na pripisana kruz-
nicu zobrazuje tito strednii prie¢ku na stranu BC, je koeficient rovnolahlosti rovny 2, t.j. p, = 2p = 2V/5.
Stredna priecka trojuholnika ABC rovnobezna s jeho stranou BC je dotyc¢nicou kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC. Vyjadrite a pomocou b a c.

RieSenie:

a= é(b + ¢). Zo zadania vyplyva 2p = %va, cospolus S = %ava = %p(a + b + ¢) dava vysledok.

Priamka p je rovnobeZna so stranou BC trojuholnika ABC a prechadza jeho taZiskom. Ozna¢me K, L postup-
ne priesecniky priamky p so stranami AB, AC trojuholnika. Aky je pomer polomerov kruZnic k, [ vpisanych
postupne trojuholnikom ABC a AKL?

Riesenie:

3 : 2. Trojuholnik ABC je obrazom trojuholnika AKL v rovnolahlosti so stredom A. V tejto rovnolahlosti

sa zobrazi taZisko T na stred strany BC, preto je jej koeficient 3 : 2. Takisto je kruznica k obrazom kruznice
l. Preto st ich polomery v pomere 3 : 2.

V situdcii z predchadzajucej tlohy ozna¢me g rovnobezku s AC prechadzajiicu stredom kruZnice k a Q prie-
se¢nik priamok q a BC. Dalej oznaéme r rovnobezku s AC prechadzajiicu stredom kruZnice [ a R priese¢nik
priamok r a KL. Dokazte, Ze priamka QR prechadza bodom A.

Riesenie:

Nech S a §; postupne oznacuju stredy kruznic k a l. V rovnolahlosti z predoslej tlohy je priamka q precha-
dzajica bodom S;, obrazom priamky rovnobeZnej s priamkou q prechadzajicej bodom §;, teda priamky r.
Preto je aj priese¢nik priamok BC a g, t.j. bod @, obrazom priese¢nika ich vzorov, teda priamok KL ar, t.j.
bodu R. Z vlastnosti rovnolahlosti potom obraz Q, vzor R a stred rovnolahlosti A leZia na priamke.

V trojuholniku ABC ozna¢me D bod dotyku vpisanej kruZnice so stranou BC a E bod dotyku kruznice pripi-
sanej strane BC s touto stranou. Dokazte, Ze stred usecky DE splyva so stredom usecky BC.

Riesenie:

Staci dokazat, Ze |BE| = |CD|. Ozna¢me K, L postupne body dotyku pripisanej kruznice s polpriamkami
AB, AC. KedZe |AK| = |AL| a |AK| = |AB| + |BK| = |AB| + |BE| a podobne |AL| = |AC| + |CE]|, je
|AK| = |AL| = s polovica obvodu trojuholnika a |BE| = |AK| — |AB|. Rovnost |CD| = s — |AB| je zndmejSia
a dokazuje sa podobne.

V situdcii z predoslej tlohy nech je F taky bod kruznice vpisanej trojuholniku ABC, Ze FD je jej priemer.
Dokazte, Ze body A, F a E leZia na jednej priamke.

Riesenie:

Kruznica pripisana strane BC je obrazom vpisanej kruznice, pricom stred rovnolahlosti sa nachadza v prie-
sec¢niku spolo¢nych doty¢nic, teda v bode A. V tejto rovnolahlosti sa bod F zobrazi na bod E, preto body 4,
E, F lezia na priamke.

Dany je trojuholnik ABC s obsahom S. Vnutri trojuholnika, ktorého vrcholmi su stredy stran trojuholnika
ABC, je lubovolne zvoleny bod 0. Ozna¢me A’, B’, C' postupne obrazy bodov 4, B, C v stredovej simernosti
podla bodu 0. Dokazte, Ze Sestuholnik AC'BA'CB' mé obsah 25.

RieSenie:

60-A-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=362#page=2)

Je dany trojuholnik ABC. Ozna¢me T, bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC so stranou BC a E,
stred kruznice pripisanej strane BC. Podobne definujeme body T}, Ej, a T, E. pre strany CA a AB. Dokazte,
ze priamky T, E,, Ty Ep a T.E, prechadzaji jednym bodom.

RieSenie:

PraSe 11/12, 1. série, dl. 3 (https://prase.cz/archive/31/10.pdf)



N1

N2

N3

D1

D2

D3

D4

D5

N1

N2

Rieste v prirodzenych ¢islach rovnicu (a + b + 1)(a + 5b + 8) = 76.

RieSenie:

a = 1,b = 2. RozloZme na prvocisla: 76 = 2 - 2 - 19. Obe zatvorky su prirodzené ¢isla vacsie ako 2, takze
jedind moznost rozkladu na sucin je 4 - 19. Druha zatvorka je vacSia nez prva, preto a + 5b + 8 = 19,
a+ b + 1 = 4, odkial lahko dopocitamea =1, b = 2.

RieSte (p + @)(p + v + 1) = 143 pre prvocislap > q > r.

RieSenie:

Nema rieSenie. 143 = 11 - 13. KedZe obe zatvorky su vacsie ako 1 a lava je vacSia alebo rovna pravej, je
nutnep +q =13 ap +r+ 1= 11. Potom je ale jedno z prvocisel p, q parne, ¢o je sporstym,zep > q >r
ar je prvocislo.

Urcte vSetky nenulové prirodzené ¢isla a s vlastnostou: 3a + 14 je ndsobkom ¢isla a + 2.

RieSenie:

2 a 6. NapiSme si 3a + 14 = 3(a + 2) + 8. Evidentne 3(a + 2) je ndsobkom a + 2. Potom ale 3a + 14 je
nasobkom a + 2 prave vtedy, ked’ je 8 ndsobkom a + 2. Preto a + 2 nadobuda jednu z hodnét 1, 2, 4, 8.
N4jdite vSetky dvojice nenulovych prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati a + b +nsd(a, b) + nsn(a, b) = 50.
RieSenie:

50-C-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2167#page=39)

Urcte vSetky dvojice a, b nenulovych prirodzenych Cisel, pre ktoré plati a - nsn(a, b) = 4 - nsd(a, b).
RieSenie:

62-C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=687)

N3ajdite vSetky dvojice nenulovych prirodzenych ¢isel (a, b) takych, Ze nsn(a, b) + nsd(a, b) = 63.
RieSenie:

50-C-I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2167#page=3)

Styri navzajom rozne prvoéisla p, q, r, s spliiajti rovnost 72 +p = q - r - s. Uréte najmensiu moZnt hodnotu
p-

Riesenie:

72-C-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4446#page=6)

Najdite vSetky nenulové prirodzené cisla, ktoré nie si mocninou ¢isla 2 a ktoré sa rovnaju suctu trojnasobku
svojho najvacsieho neparneho delitela a patnasobku svojho najmensieho neparneho delitela vacsieho ako 1.

RieSenie:
63-A-11-1 (https://skmo. sk/dokument.php?id=997)

Dokazte, Ze v situdcii na obrazku plati XY || ZW.

Riesenie:

Nech U je priesec¢nik polpriamok WZ a AC. Dopocitanim uhlov v trojuholniku UCZ ziskame |<ZUC| = 9°.
Podobne |«BVX| = 9°, pricom V je priesecnik polpriamok AB a YX. Tieto dva uhly su teda sthlasné, z ¢oho
vyplyva rovnobeZnost priamok.

Uvazujme trojuholnik ABC s Kruznicou k jemu opisanou a druhy trojuholnik XYZ s opisanou kruznicou [.
Nech plati |[€ABC| = |«%XYZ|. Potom su kruznice k a [ zhodné prave vtedy, ked’ |AC| = |XZ|.

RieSenie:

Ak sa rovnajui obvodové uhly, rovnaju sa aj stredové uhly, t.j. [%AS,C| = |%XS;Z|, kde Sy, S; su stredy oboch
kruznic. Navyse su oba trojuholniky AS; C, XS;Z rovnoramenné, musia byt teda nutne podobné (uu). Ak su
rovnaké polomery oboch kruznic, tak st zhodné ramena oboch trojuholnikov, takze trojuholniky st zhodné



a |AC| = |XZ|. Ak naopak |AC| = |XZ]|, tak st zhodné zakladne oboch trojuholnikov, teda su trojuholniky
zhodné, a preto st rovnaké polomery oboch kruznic.

N3 Nech ABC je trojuholnik, k jemu opisana kruznica a H priese¢nik jeho vy$ok. Ozna¢me H' obraz bodu H

v osovej sumernosti podla BC. Dokazte, ze H' € k.

RiesSenie:

Oznacme a = |XBAC| a Pg, P, paty vySok postupne z vrcholov B, C. Ak je ABC ostrouhly alebo o > 90°, tak
zo $tvoruholnika APz HP, vidime, Ze |&«PgHP;| = 180° — a, a teda aj |<BH'C| = |&BHC| = |&PgHP;| =
180—a,t.j. ABH'C je tetivovy. Ak je pri vrcholoch B alebo C tupy uhol, vyjde |<PgHP;| = a, Cize |[¥*BH'C| =
a,t.j. ABCH' resp. ACBH' je tetivovy.

D1 Reimova veta hovori: Nech body A, B, Y, X leZia na jednej kruzZnici. Na priamkach AX a BY su postupne dané
body C a D. Predpokladdme, Ze body A, B, Y, X, C, D stl navzdjom rézne. Potom body C, D, Y, X leZia na jednej
kruZnici prdave vtedy, ked priamky AB, CD st rovnobezné. Dokazte ju pre pripad, Ze ABDC je stvoruholnik, X
lezi na ise¢ke AC a Y na usecke BD.

RieSenie:
Z tetivového Stvoruholnika ABYX mame |<XAB| = 180° — |«BYX| = |«XYD| a tento uhol sa rovna 180° —

|«DCX| prave vtedy, ked je stvoruholnik XY DC tetivovy. To dokazuje obe implikacie, pretoze AB || CD prave
vtedy, ked' |€XAB| = 180° — |«<DCX]|.

D2 V konvexnom patuholniku ABCDE plati |<CBA| = |¥BAE| = |XAED]|. Na stranach AB a AFE existuju po-
stupne body P a Q tak, ze |AP| = |BC| = |QE| a |AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, ze CD || PQ.
RieSenie:
72-A-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4204)

D3 Konvexny patuholnik ABCDE ma vSetky strany rovnako dlhé. Uhlopriecky AD a EC sa pretinaju v bode S
tak, Ze |XASE| = 60°. Dokazte, Ze patuholnik ABCDE ma niektoré dve strany rovnobeZné.

RieSenie:
60-MEMO-T5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=673#page=8)
6 V nasledujucich tlohach pod delitel'mi myslime vzdy kladné delitele.

N1 DokaZete pokryt vSetky delitele ¢isla 6 dvoma geometrickymi postupnostami? DokaZete pokryt vSetky de-
litele Cisla 24 dvoma geometrickymi postupnostami?
RieSenie:
Ano, ano. (2" 1., a (3 - 2" 1)%_, pokryvaju delitele ¢isla 6 a zarover aj delitele &isla 24.

N2 Najdite nekonecne vela Cisel, ktorych vSetky delitele mozno pokryt dvoma geometrickymi postupnostami,
ale jednou geometrickou postupnostou nie.
RieSenie:
Napr. vSetky ¢isla tvaru 3 - 2™, n = 1.

N3 Ak ma ¢islo m prvociselny rozklad p;* py? ...p,f", tak pocet jeho delitelovje (a; + 1)(a, + 1) ... (ax + 1). Do-
kazte.
RieSenie:
Kazdy delitel ¢isla m je delitelny len prvocislami p; a prvocislo p; moze byt v prvociselnom rozklade delitela
zastupené nanajvys v a;-tej mocnine. Naopak vSetky ¢isla tohto typu (ktorych pocetje (a; + 1)(a, + 1) ... (ax + 1))
su delitel'mi m a st navzdjom rézne.

N4 Dokazte, Ze v prvociselnom rozklade cisla n! je exponent dvojky vacsi alebo rovny exponentu I'ubovolného
iného prvocisla.
RieSenie:
Exponent pri prvocisle p v prvociselnom rozklade cisla n! ziskame tak, Ze vezmeme pocet cisel delitelnych
p v uzavretom intervale 1 a% n, k nemu pripoc¢itame pocet &isel delitelnych p? v tomto intervale, dalej pripo-
¢itame pocet &isel delitelnych p3, p* a tak dalej (pre vel’ké mocniny uZ pripoé¢itavame nuly). UvaZujme teraz
lubovolné prvocislo p > 2. Medzi ¢islami 1 aZ n je aspoil tol'ko parnych ¢isel ako ¢isel delitelnych p, aspoii
tol'ko ¢isel delitelnych $tyrmi ako tych delitelnych p?, aspoti tolko deliteInych 6smimi ako tych delitelnych
p? atak dalej. S¢itanim tychto poctov dostdvame dokazovani nerovnost.

N5 Obdi?nik je rozdeleny na 3 x 5 jednotkovych $tvoréekov. Kol'ko najmenej potrebujeme priamok, aby kazdym
vrcholom kazdého $tvorceka prechadzala aspon jedna priamka?
RieSenie:

4. Vrcholy tvoria stvorcovd mriezku 4 X 6, nech je to 4 na vysku a 6 na Sirku. Ak vedieme priamky vodorovne,



stacia nam 4. Naopak ukazeme, Ze na kazdej priamke lezi nanajvys 6 vrcholov, teda potrebujeme aspon 4.
Kazda priamka je bud’ zvisla, potom obsahuje 4 vrcholy (alebo Ziadny), alebo nie je zvisla, potom pretne
kazdu zvisld vrstvu nanajvys v jednom vrchole, t.j. prechddza nanajvys 6 vrcholmi mriezky.

N6 Cisla a* a a’ st racionalne. Musi byt a tieZ racionalne? Ak si racionalne ¢isla b* a b®, musi byt racionalne

aj b?

RieSenie:

Ano, nie. Ak a = 0, je a racionalne. Ak a # 0, &islo a® = a’ /a* musi byt racionalne, a teda aj a = a*/a®.
Naopak, akje b = V2, tak b* aj b® st racionalne, ale b nie.

N7 Euklidov algoritmus je algoritmus na hladanie najvacsieho spolo¢ného delitela dvoch ¢i viacerych cisel. Pre
kazdu konec¢nt postupnost' dq, d,, ..., d, nenulovych prirodzenych ¢isel opakujeme nasledujtci postup: vkaz-
dom kroku vezmeme dva cleny a, b postupnosti také, ze a > b (ak také existuji) a vacsi ¢len a nahradime
ich rozdielom a — b. Dokazte, Ze algoritmus skonci po konecne vela krokoch, a to vo chvili, ked budu vsetky
¢isla rovné najvacsiemu spolonému delitelovi povodnych Cisel d, ..., d;,.

RieSenie:

Sucet vSetkych Cisel je nenulové prirodzené ¢islo. V kaZdom kroku sa sucet zmensi a zaroven vsetky cisla
zostanu vacsie alebo rovné jednej, t.j. ich sucet bude vzdy zdola ohraniceny n. Tym je dokazané, Ze po
konecnom pocte krokov algoritmus skonci. Je zrejmé, zZe potom budu vsetky cisla rovnaké (inak by sme
mohli urobit’ dalsi krok). Ukazeme, Ze Cisla budi rovné najvacSiemu spolo¢nému delitelovi d. KedZe st na
zaciatku vSetky ¢isla ndsobkami d a ak a, b sti ndsobky d, tak aj a—b je ndsobok d, aj v dalSom kroku, a teda aj
kedykolvek neskdr, budu vsetky cisla delitelné d. Predpokladajme teraz pre spor, Ze na konci su vSetky cisla
rovné nejakému nasobku kd, k # 1. Podme teraz celym procesom spit k povodnej n-tici: v kazdom kroku
vezmeme nejaké dve Cisla b, a — b a nahradime ich ¢islami q, b, t.j. jednym z nich a ich si¢tom. KedZe na
konci boli vSetky ¢isla ndsobky kd, museli nimi byt aj kedykolvek v priebehu procesu, a teda aj na zaciatku.
To je ale spor s tym, Ze nsd(d4, ..., d,) = d.

D1 Pre celé ¢islon > 3 definujeme postupnost’ ay, @, ..., @ ako postupnost exponentov v prvociselnom roz-
klade n! = py'py? ...p,f", kde p; < p, < -+ < pi st prvocisla. Najdite vSetky celé ¢islan > 3, pre ktoré je
aq, &, ..., A geometricka postupnost.

RieSenie:
66-MEMO-T8 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3907#page=25)
D2 Predpokladajme, Ze a; < a, < -+ < aygy4 je aritmetickd postupnost kladnych celych ¢isel a postupnost

by < by < -+ < bygy4 je geometricka postupnost kladnych celych cisel. Urcte najvacsi mozny pocet celych
Cisel, ktoré sa mo6zu vyskytovat v oboch postupnostiach zaroven, a to cez vSetky mozné vol'by tychto dvoch
postupnosti.

RieSenie:

USA TST 2024 (https://artofproblemsolving.com/community/c6h3234859p2964)

D3 Na tabuli je napisanych 2026 (nie nutne réznych) celych ¢isel vacsich ako 1. V kazdom tahu Konfucius vybe-
nsn(m,n)

riedve ¢islam > 1an > 1zroznych miest na tabuli a nahrad{ich ¢islaminsd(m,n) a Tak pokracuje,

nsd(m,n)’
kym méZe. a) Dokazte, Ze nezavisle od postupu Konfucius po kone¢nom pocte tahov skondi, t.j. na tabuli
zostane jediné c¢islo vacsie ako jedna. b) DokaZte, Ze hodnota tohto ¢isla je tieZ nezavisla od Konfuciovho
postupu.

Riesenie:

75-MMO-1 (https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2026_IMO_Problems/P
roblem_1)
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