MATEMATICKA OLYMPIADA 2026/2027

Navodné a dopliujuce ulohy
k iloham domacej pripravy kategorie B
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Kvadraticky troj¢len a) g(x) = 2x% — x — 1, b) h(x) = 3x? + 8x — 3 rozloZte na stcin dvoch linearnych
dvojclenov s celociselnymi koeficientmi.

Urcte vSetky linearne dvojcleny f(x) = ax + b s nenulovymi redlnymi koeficientmi a, b, pre ktoré plati
f(a)=f(b) =0.

Urcte vetky redlne ¢isla a, pre ktoré kubicky trojélen f(x) = x3 + (a + 1)x + 1 spliia podmienku f(a) = 0.
Ur¢te vSetky (nedplné) kvadratické trojéleny f(x) = ax? + bx (a # 0) s redlnymi koeficientmi, pre ktoré
plati f(a) = f(b) = 0.

Ur¢te vSetky kvadratické trojéleny f(x) = x? + bx + ¢ s realnymi koeficientmi b, c, pre ktoré plati f(b) =
f(c)=0.

Ur¢te vetky dvojice (b, ¢) redlnych ¢&isel, pre ktoré ma kvadraticka rovnica x2 + bx + ¢ = 0 korene b ac.
Rozlozte f(x) = x* + 1 na si¢in dvoch kvadratickych trojélenov s realnymi koeficientmi.

Urcte koeficienty p, g, 7 polynému f(x) = x3 + px? + qx + r, ak viete, Ze st to nenulové navzajom rdzne
celé ¢islaaze f(p) = p3, f(q) = ¢°.

Ktoru cifru ma na mieste jednotiek a) sucet vSetkych dvojcifernych neparnych ¢isel, b) sticet vSetkych dvoj-
cifernych cisel, ktoré su delitelné troma?

Mozno prvocisla mensie ako 30 rozdelit' na tri skupiny tak, aby stcet ¢isel v kazdej skupine koncil rovnakou
cifrou?

Tabulku 2 X 2 vyplnime Styrmi navzajom réznymi nenulovymi prirodzenymi ¢islami tak, aby sucet ¢isel
v kazdom riadku aj v kaZdom stlpci mal rovnaku cifru na mieste jednotiek. Akt najmensiu hodnotu méze
mat sucet vSetkych Cisel v tabul'ke?

Tabul'ku 3 x 3 mame vyplnit' deviatimi danymi ¢islami tak, aby v kazdom riadku aj stipci bolo najviésie &islo
suctom ostatnych dvoch. Rozhodnite, ¢i je moZné takd dlohu splnit's ¢islamia) 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9;b) 2, 3,4,
5,6,7,8,9,10. Ak ano, zistite, kol'kymi sp6sobmi moZno tlohu splnit tak, aby najvacsie ¢islo bolo uprostred
tabulky.

Najdite vSetky Stvorcové tabul'ky 3 X 3 prirodzenych ¢isel, v ktorych je stcin vsetkych ¢isel v kazdom riadku,
v kazdom stlpci aj na oboch uhloprieckach rovnaky, a pre ktoré plati, Ze sticet Styroch Cisel v ich rohovych
polickach je jednociferné cislo.

Dana je Stvorcova tabul'ka 3 X 3 nenulovych prirodzenych cisel, v ktorej je sucin vSetkych ¢isel v kazdom
riadku, v kazdom stlpci aj na oboch uhloprieckach rovny ¢islu s. a) Dokazte, Ze Cislo s je tretou mocninou
prirodzeného ¢isla. b) Pokial je jedno z rohovych ¢isel tabul'ky rovné 1, je sucet vsetkych Styroch rohovych
¢isel druhou mocninou prirodzeného cisla. Dokazte.

N3ajdite najvacsie celé Cislo d, pre ktoré mozno tabul'ku 43 X 47 vyplnit jednotkami a dvojkami tak, aby sucet
¢isel v kazdom riadku aj v kaZdom stlpci bol delitelny ¢islom d. (DokaZte tieZ, Ze Ziadne vacsie ¢islo d zadaniu
ulohy nevyhovuje.)

Je mozné vyplnit tabulku 8 X 8 Sestkami a sedmickami tak, aby sucet ¢isel v kazdom riadku bol delitel'ny
piatimi a stucet Cisel v kazdom stlpci bol delitelny siedmimi?

Tabul'’ka 10x 10 je vyplnena éislami 1 a —1 tak, Ze sucet &isel v kazdom riadku aj stipci je delitelny tromi. Uréte
najvacsi mozny sucet ¢isel v tabul'ke a dokazte, Ze vacsi byt nemdze. Uved'te tieZ priklad tabul'ky s ur¢enym
najvacsim suctom.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet ¢isel v kazdom riadku az na jeden je rovny 0 a sticet
Cisel v kaZzdom stlpci aZ na jeden je rovny rovnakému ¢islu s. Urcte najvacsiu moznu hodnotu s.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 10, —4 a 3 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku az na jeden je nanajvys 0
a sucet ¢isel v kazdom stlpci az na jeden je nanajvys 0. Urcte najvacsi mozny sucet ¢isel v tabul'ke.
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Nech K, L, M, N su postupne stredy stran AB, BC, CD, DA stvoruholnika ABCD (nie nutne konvexného).
Dokazte, ze KLMN je rovnobeznik (tzv. Varignonov rovnobeznik prisliuchajuici Stvoruholniku ABCD).

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. DokaZte, Ze obsah jemu prislichajticeho Varignonovho rovnobeZnika
KLMN je rovny polovici obsahu stvoruholnika ABCD a Ze jeho obvod je rovny suctu dlzok uhlopriecok AC
a BD stvoruholnika ABCD.

Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD, v ktorom AC L BD. Dokazte, Ze jeho Varignonov rovnobeznik KLMN
je pravouholnik. (Ak st navysSe jeho uhlopriecky AC a BD zhodné, je stvoruholnik KLMN Stvorec.)

Uvazujme konvexny Stvoruholnik ABCD a jeho Varignonov rovnobeznik KLMN. Nech P, Q su postupne stre-
dy uhlopriecok AC, BD. Dokazte, ze priamky KM, LN a PQ prechadzaju spolo¢nym bodom.

Do polkruZnice s priemerom AB je vpisany Stvoruholnik ABCD. DokaZte, Ze stred spojnice stredov jeho
uhlopriecok je rovnako vzdialeny od bodu C ako od bodu D.

Najdite vetky tetivové $tvoruholniky ABCD s obsahom 8 cm?, pre ktoré plati |AB| = |BC| a suéet diZok
uhlopriecok je 8cm.

Nech m je prirodzené ¢islo. Urcéte vSetky moZné hodnoty nsd(21, m).

Pre kol'ko prirodzenych ¢isel m platf a) nsn(19, m) = 75; b) nsn(19, m) = 76; c) nsn(76, m) = 20527

Urcte vSetky trojciferné cisla, ktoré pri deleni 19 a 20 davaju postupne zvyskya)0a1;b) 1a2;c)5a09.
Urcte vSetky trojciferné ¢isla, ktoré po deleni 19 davaju zvysok 5 a po deleni 23 zvysok 7.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné nenulové prirodzené ¢islaa a b plati a - b = nsn(a, b) - nsd(a, b).

Pre tri nezname prirodzené ¢isla plati, ze najvacsi spolo¢ny delitel prvého a druhého je 8, najvacsi spolocny
delitel’ druhého a tretieho je 2, najvacsi spoloc¢ny delitel’ prvého a tretieho je 6, najmensi spolo¢ny nasobok
vSetkych troch cisel je 1680, najvacsie z Cisel je vacsSie ako 100, ale nie je vacSie ako 200, jedno z Cisel je
Stvrtou mocninou celého ¢isla. O ktoré cisla ide? Urcte vSetky moznosti.

Urcte vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a a b, pre ktoré plati 2nsn(a, b) + 3nsd(a, b) = ab.

Urcte vSetky dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pre ktoré plati a - nsn(a, b) = 4 - nsd(a, b).

Rozdiel dvoch prirodzenych Cisel je 2 010 a ich najvacsi spolocny delitel je 2 014-krat mensi ako ich najmensi
spolo¢ny nasobok. Urcte vSetky také dvojice Cisel.

N3ajdite vSetky trojice prirodzenych Cisel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova rovnost

{nsd(a, b), nsd(a, c¢),nsd(b, ¢), nsn(a, b), nsn(a, c),nsn(b, c)} = {2,3,5, 60,90, 180}.

Nech a, b, c st kladné celé Cisla také, Ze jedna z hodndét nsd(a, b) - nsn(b, ¢), nsd(b, ¢) - nsn(c, a), nsd(c, a) -
nsn(a, b) sa rovna sucinu zvysnych dvoch. Dokazte, Ze niektoré z ¢isel a, b, ¢ je ndsobkom iného z nich.

N3ajdite prvociselny rozklad cisla 1001.

Dokazte, Ze kazdé Sestciferné ¢islo, ktoré ziskame tak, Ze za sebou napiSeme dve rovnaké trojciferné ¢isla, je
delitelné 1001.

Kol'kymi spdsobmi moZeme z cifier 1, 2, 3 zostavit trojciferné ¢isla, ktoré obsahuji kazdu z nich?
Kol'kymi spdsobmi mozeme z cifier 0, 1, 2, 3 zostavit Stvorciferné ¢isla, ktoré obsahuju kazdd z nich?

Z cifier 3, 4, 5, 7 a9 boli vytvorené vsetky mozné trojciferné ¢isla tak, aby sa kazda cifra vyskytovala v kazdom
Cisle nanajvys raz. Urcte pocet takto vzniknutych Cisel a ich celkovy sucet.

Pat scital vSetky Stvorciferné Cisla, z ktorych kazdé obsahovalo vSetky cifry 1, 2, 3 a 4, a dospel ksti¢tu 58 126.
Mat mu potvrdil, Ze pocital spravne, ale Ze zabudol pripocitat dve z uvazovanych cisel. Zistite, na ktoré ¢isla
Pat zabudol.

Zapiseme vsSetky patciferné Cisla, v ktorych sa kazda z cifier 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje prave raz. Potom jed-
no (lubovolné z nich) skrtneme a vsetky zvys$né sc¢itame. Aké s mozné hodnoty ciferného suctu takého
vysledku?

Ozna¢me M pocet vSetkych moznych vyplneni tabul'ky 3 X 3 navzdjom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1
do 9. Dalej ozna¢me N pocet takychto vyplneni, kde sd navyse sucty vSetkych ¢isel v kazdom riadku aj stlpci
neparne c¢isla. Urcte hodnotu N : M.

Dokazte vetu o obvodovom a stredovom uhle.

Dokazte vetu o zhodnosti obvodového a isekového uhla, t.j. vetu: Je dany trojuholnik ABC a bod K v polrovine



opacnej k polrovine ABC. Potom priamka KA je dotycnicou kruZnice opisanej trojuholniku ABC prdve vtedy,
ked’ plati |[<*KAB| = |XACB|.

N3 Dve kruZnice sa pretinaji v bodoch A a B (A # B). Bodom B prechadza priamka, ktora pretina obe kruZnice
postupne v bodoch C a D (C # B # D). Vbodoch C a D st zostrojené dotycnice k obom kruzniciam, ktoré
sa pretinaju v bode E. Dokazte, Ze body 4, C, D a E leZia na jednej kruZnici.

D1 Dokazte, Zze os vnutorného uhla pri vrchole C trojuholnika ABC pretina kruznicu jemu opisant v bode S
(S # (), ktory je stredom (kruznicového) oblika AB neobsahujticeho vrchol C (tzv. Svrckov bod).

D2 Je dana kruznica k a jej tetiva PQ. Uvazujme kruznice ¢, m, ktoré obe leZia v tej istej polrovine vytatej priam-
kou PQ tak, Ze kazda z nich sa dotyka tak tetivy PQ, ako aj zvnutra kruznice k. Dokazte, Ze obe dvojice 4, B
a C, D dotykovych bodov kruznic £ a m postupne s tetivou PQ a s kruznicou k lezia na jednej kruznici.
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Navodné a dopliujuce ulohy
k aloham domacej pripravy kategorie B
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Kvadraticky troj¢len a) g(x) = 2x% — x — 1, b) h(x) = 3x? + 8x — 3 rozloZte na sucin dvoch linedrnych
dvojclenov s celociselnymi koeficientmi.

RieSenie:

Podla zadania g(x) = (ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd. Porovnanim koeficientov dostaneme
tri rovnice so Styrmi neznamymi, jednu neznamu tak mézeme zvolit a zvy$Sné dopocitat. Dostaneme g(x) =
2x+1)(x—1),h(x) = Bx — 1)(x + 3).

Urcte vSetky linearne dvojcleny f(x) = ax + b s nenulovymi redlnymi koeficientmi a, b, pre ktoré plati

f(a@) = f(b) =0.

RieSenie:

f(x) = —x — 1. Dosadenim dostaneme sustavu dvoch rovnic 0 = f(a) = a? + b, 0 = f(b) = b(a + 1).
Vdaka b # 0 z druhej rovnice ziskame a = —1, ¢o po dosaden{ do prvej rovnice da b = —1. SkasSkou lahko
overime, Ze f(x) = —x — 1 vyhovuje.

Urcte vetky redlne ¢isla a, pre ktoré kubicky trojélen f(x) = x% + (a + 1)x + 1 spliia podmienku f(a) = 0.

Riesenie:
a = —1. Dosadenim dostaneme rovnicu 0 = f(a) = a® + a®> + a+ 1 = (a + 1)(a? + 1) s jedinym realnym
koreniom a = —1, ¢o vyhovuje.

Urcte vetky (netiplné) kvadratické trojcleny f(x) = ax? + bx (a # 0) s redlnymi koeficientmi, pre ktoré
plati f(a) = f(b) = 0.

RieSenie:

f(x) = —x? — x. Dosadenim ziskame sustavu rovnic 0 = a(a? + b), 0 = b%(a + 1). Pouzitim druhej rovnice
dostaneme a = —1 alebo b = 0 a dosadime do prvej rovnice. Iné rieSenie: najskér uvazime a = b, ¢o vedie
k vyssie uvedenému riesSeniu, v pripade a # b pouzitim Viétovych vztahov dostaneme ststavua+b = —b/a,
ab = 0 bez vyhovujuceho riesenia.

Urcte vetky kvadratické trojéleny f(x) = x% + bx + ¢ s redlnymi koeficientmi b, c, pre ktoré plati f(b) =
f(c) =0.

Riesenie:

Uloha ma 3 rieSenia: f;(x) = x2, L(x) = x* +x—2a f3(x) = x% — %x — % Rovnako ako v predchadzajticej
ulohe bud’ b = ¢, odkial po dosadeni ziskame tretie riesenie, alebo z Vietovych vztahov b + ¢ = —b, bc = c.
Urcte vietky dvojice (b, ¢) redlnych ¢&isel, pre ktoré mé kvadraticka rovnica x2 + bx + ¢ = 0 korene b a c.
Riesenie:

Pouzitim Vietovych vztahov medzi korenimi a koeficientmi kvadratickej rovnice zistime, Ze loha ma prave
2 rieSenia, a to (b, c) € {(0,0), (1,-2)}.

Rozlozte f(x) = x* + 1 na st¢in dvoch kvadratickych trojélenov s redlnymi koeficientmi.

RieSenie:

Podobne ako v N1 dostaneme f(x) = (x2+V2 x+1)(x2—V2 x+1). InérieSenie: x*+1 = x*+2x2+1-2x% =
(% +1)% — (V2x)%? = (2% + 1 +V2x)(x? + 1 — V2x).

Urcte koeficienty p, g, 7 polynému f(x) = x3 + px? + qx + r, ak viete, Ze st to nenulové navzajom rdzne
celé ¢islaaZe f(p) = p3, f(q) = ¢3.

Riesenie:

57-A-111-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=215)

Ktoru cifru ma na mieste jednotiek a) sucet vSetkych dvojcifernych neparnych ¢isel, b) sucet vsetkych dvoj-
cifernych cisel, ktoré su delitelné troma?

RieSenie:
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Cifra na mieste jednotiek suctu zavisi len od cifier na mieste jednotiek jednotlivych sc¢itancov. a) V kazdej
desiatke koncia neparne ¢isla ciframi 1, 3, 5, 7, 9, ich stucet 25 kondi cifrou 5, tychto desiatok je 9, preto po-
slednd cifra sti¢tu bude rovnaka ako pri Cisle 5 - 9 = 45, teda 5. (Dany sucet je 2475.) b) V kazdej desiatke
su prave tri ¢isla konciace nenulovou cifrou, ktoré su delitelné troma. V deviatich desiatkach sa kazda kom-
bin4cia troch zodpovedajucich poslednych cifier zopakuje prave trikrat, preto sicet vSetkych danych cisel
konc¢i rovnakou cifrou ako 3 - 5 = 15, teda 5. (Dany stcet je 1665.)

Mozno prvocisla mensie ako 30 rozdelit' na tri skupiny tak, aby stcet ¢isel v kazdej skupine koncil rovnakou
cifrou?

Riesenie:

Tychto prvocisel je 10, st to 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Ich stcet (129) kondi cifrou 9. Ak sucet Cisel
v kazdej skupine kondi cifrou k, tak sucet vSetkych desiatich ¢isel ma na mieste jednotiek rovnaku cifru
ako ¢islo 3k, teda 9. Taka cifra k je jeding, je to cifra 3. Existuje viac vyhovujucich rozdelenf, jedno z nich je
{2,3,5,13},{11,19,23}a {7,17,29}.

Tabul'ku 2 X 2 vyplnime Styrmi navzdjom ré6znymi nenulovymi prirodzenymi ¢islami tak, aby stcet cisel
v kazdom riadku aj v kazdom stipci mal rovnaka cifru na mieste jednotiek. Akt najmensiu hodnotu moze
mat sucet vSetkych Cisel v tabul'ke?

Riesenie:

Llahko si rozmyslime, Ze ¢isla v pravom hornom rohu tabul’ky a jej lavom dolnom rohu koncia rovnakou cifrou
rovnako ako ¢isla v pravom dolnom a l'avom hornom rohu. Dvojica s najmensim sictom je 1, 11 a dvojica
s druhym najmen$im sti¢tom je 2 a 12 (ak ma byt sticet mensi ako 30, musia byt na mieste desiatok0a 1,ana

mieste jednotiek chceme mat ¢o najmensie cifry, ale 0 tam byt nemoZze). Tabulka so sti¢tom 1+2+11+12 =
26 sa nachadza niZsie.

11213
2 1113
3 23 26

Tabul’ku 3 x 3 mame vyplnit' deviatimi danymi ¢islami tak, aby v kazdom riadku aj stipci bolo najvacsie &islo
suctom ostatnych dvoch. Rozhodnite, ¢i je moZné takud dlohu splnit's ¢islamia) 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9;b) 2, 3,4,
5,6,7,8,9,10. Ak ano, zistite, kol’kymi sp6sobmi mozno tlohu splnit tak, aby najvacsie ¢islo bolo uprostred
tabul’ky.

RieSenie:

69-C-1-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3388#page=6)

N3ajdite véetlfy Stvorcové tabul'ky 3 X 3 prirodzenych Cisel, v ktorych je sticin vSetkych ¢isel v kazdom riadku,
v kazdom stlpci aj na oboch uhloprieckach rovnaky, a pre ktoré plati, Ze sicet Styroch ¢isel v ich rohovych
polickach je jednociferné cislo.

Riesenie:

47-B-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2170#page=49)

Dana je Stvorcova tabulka 3 x 3 nenulovych prirodzenych ¢isel, v ktorej je sucin vsetkych Cisel v kazdom
riadku, v kazdom stlpci aj na oboch uhloprieckach rovny cislu s. a) Dokazte, Ze Cislo s je tretou mocninou
prirodzeného cisla. b) Pokial je jedno z rohovych ¢isel tabul'ky rovné 1, je sucet vsetkych Styroch rohovych
¢isel druhou mocninou prirodzeného cisla. Dokazte.

RieSenie:

47-B-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2170#page=>51)

N3ajdite najvacsie celé ¢islo d, pre ktqré mozno tabulku 43 x 47 vyplnit jednotkami a dvojkami tak, aby sucet
Cisel v kazdom riadku aj v kazdom stlpci bol delitelny ¢islom d. (DokaZzte tiez, Ze Ziadne vacsie ¢islo d zadaniu
ulohy nevyhovuje.)

Riesenie:

71-A-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3918)

Je mozné vyplnit tabulku 8 x 8,§estkami a sedmickami tak, aby sucet cisel v kazdom riadku bol delitelny
piatimi a sucet Cisel v kazdom stlpci bol delitelny siedmimi?

RieSenie:

71-A-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3921)

Tabul'’ka 10x 10 je vyplnena éislami 1 a —1 tak, Ze stcet &isel v kazdom riadku aj stipci je delitelny tromi. Uréte
najvacsi mozny sucet ¢isel v tabul'ke a dokazZte, Ze vacsi byt neméZze. Uved'te tieZ priklad tabul'ky s ur¢enym
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najvacsim suctom.

RieSenie:

71-C-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3929)

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnena ¢islami 1 a —1 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku aZ na jeden je rovny 0 a stcet
Cisel v kazdom stlpci az na jeden je rovny rovnakému c¢islu s. Urcte najvacsiu moznt hodnotu s.

RieSenie:

71-C-1I-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4055#page=4)

Tabul'ka 10 x 10 je vypln’ené Cislami 10, —4 a 3 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku az na jeden je nanajvys 0
a sucet ¢isel v kazdom stlpci az na jeden je nanajvys 0. Urcte najvacsi moZny sucet ¢isel v tabul'ke.
Riesenie:

71-B-1I-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4057#page=5)

Nech K, L, M, N su postupne stredy stran AB, BC, CD, DA stvoruholnika ABCD (nie nutne konvexného).
Dokazte, ze KLMN je rovnobeznik (tzv. Varignonov rovnobeznik prislichajici Stvoruholniku ABCD).
RieSenie:

Usecky KL a MN ako stredné priecky trojuholnikov ABC a ACD st rovnobeZné so stranou AC (teda aj na-
vzajom) a maju rovnaku dizku %|AC|. Analogicky pre usecky LM a NK.

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Dokazte, Ze obsah jemu prislichajuceho Varignonovho rovnobeznika
KLMN je rovny polovici obsahu Stvoruholnika ABCD a Ze jeho obvod je rovny suctu dlZok uhlopriecok AC
a BD Stvoruholnika ABCD.

RieSenie:

Obsah trojuholnika K BL je Stvrtinou obsahu trojuholnika ABC, kedZe tieto trojuholniky su podobné s koefi-
cientom % Podobne obsah trojuholnika MDN je Stvrtinou obsahu trojuholnika ACD. Sucet obsahov troju-
holnikov KBL a MDN je tak Stvrtinou obsahu $tvoruholnika ABCD. Podobne je stcet obsahov trojuholnikov

NAK a LCM tieZ Stvrtinou obsahu stvoruholnika ABCD. KedZe tieto Styri trojuholniky dopliiuji rovnobeznik
KLMN do stvoruholnika ABCD, je obsah Varignonovho rovnobeznika K LM N polovicou obsahu $tvoruholni-

ka ABCD. ZrieSenia lohy N1 vyplyva |KL| + |[MN| = %|AC| + %|AC| = |AC|. Podobnou tivahou dostaneme
[LM|+ |KN| = |BD| ateda obvod Varignonovho rovnobeznika KLM N je suctom dlzok uhlopriecok AC a BD.
Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD, v ktorom AC L BD. Dokazte, Ze jeho Varignonov rovnobeznik KLMN
je pravouholnik. (Ak st navySe jeho uhlopriecky AC a BD zhodné, je Stvoruholnik KLMN Stvorec.)
RieSenie:

Podobnymi tvahami ako v N1 st strany KL a MN resp. LM a KN rovnobeZné s kolmymi uhloprieckami AC
resp. BD, teda st navzajom kolmé.

Uvazujme konvexny Stvoruholnik ABCD a jeho Varignonov rovnobeZnik KLMN. Nech P, Q su postupne stre-
dy uhlopriecok AC, BD. DokaZte, Ze priamky KM, LN a PQ prechadzajt spolo¢nym bodom.

Riesenie:

Priese¢nik U uhloprie¢ok rovnobeznika KLMN deli obe tieto uhloprie¢ky na polovicu. Use¢ky KQ a MP st
alfo stredné priecky trojuholnikov ABD a ACD rovnobezné s ich spolo¢nou stranou AD a maju polovi¢nu
dlzku, KQMP je tak rovnobeZnik a jeho uhlopriecky KM a PQ sa navzajom delia na polovicu, Specidlne bod
U ako priesecnik uhloprieCok KM a LN je stredom usecky PQ.

Do polkruznice s priemerom AB je vpisany Stvoruholnik ABCD. Dokazte, Ze stred spojnice stredov jeho
uhlopriecok je rovnako vzdialeny od bodu C ako od bodu D.

Riesenie:
75-B-1I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5877#page=3)
Najdite vetky tetivové $tvoruholniky ABCD s obsahom 8 cm?, pre ktoré plati |AB| = |BC| a suéet diZok

uhlopriecok je 8cm.

RieSenie:

34-B-1-5 (https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/404799/MatematickaOlympiada_03
4-1987-1_9.pdf#page=7)

Nech m je prirodzené ¢islo. Urcéte vSetky mozné hodnoty nsd(21, m).
Riesenie:
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Najvacsi spolocny delitel’ dvoch cisel je delitelom kazdého z nich. Preto je delitelom aj Cisla 21, ktoré ma
delitelov 1, 3, 7, 21. Tieto hodnoty nadobudne nsd(21, m) napriklad pre ¢isla m postupne rovné 1, 9, 49, 21.
Pre kol'ko prirodzenych ¢isel m plati a) nsn(19, m) = 75; b) nsn(19, m) = 76; c) nsn(76, m) = 20527
RieSenie:

a) 0, b) 2, c) 6. Najmensi spolo¢ny nasobok dvoch ¢isel je nasobkom kazdého z nich. KedZe 75 nie je nasob-
kom 19, tak odpoved' a) je 0. V pripade b) plati 76 = 22 - 19. Cislo m je tak delitelom ¢&isla 76. Vzhladom na
to, Ze nsd(19, 2%) = 1, je ndsobkom 22 = 4. Také delitele ¢isla 76 existuju len dva, a to 4 a 76. c) Podobne
ako v pripade b) je m delitelom ¢&isla 2052 = 22 - 33 - 19, ktory je nasobkom 33, takych ¢&isel existuje 6, st
to ¢isla 20 - 3% - 19% = 27,21 .33 .19% =54,22.33.19% = 108,2°-3%. 191 = 513,21 -33.191 = 1026
a22-3%.19! = 2052.

Urcte vSetky trojciferné cisla, ktoré pri deleni 19 a 20 davaju postupne zvyskya) 0a1;b)1a2;c)5a09.
RiesSenie:

a) Hladané trojciferné ¢islo m je ndsobkom 19, plati tak m = 19k, kde k je prirodzené cislo. Sicasnem — 1
je nasobkom 20, teda ¢islo 19k — 1 = 20k — (k + 1) je nasobkom 20. Cislo k + 1 tak musi byt ndsobkom
20, teda k € {19,39,59, ...}. KedZe 59 - 19 = 1121, ¢o je Cislo Stvorciferné, prichadzaji do uvahy len ¢isla
k € {19,39}. Tymto dvom k zodpovedaju trojciferné cisla m postupne 361, 741. b) Prirodzené cislo m ma

vlastnost a) prave vtedy, ked’ ¢islo m + 1 ma vlastnost b), hladané ¢isla tak st 362 a 742. ¢) Podobne ako v a)
zistime, Ze vyhovuju len ¢isla 309 a 689.

Urcte vSetky trojciferné cCisla, ktoré po deleni 19 davaju zvysok 5 a po deleni 23 zvySok 7.

RieSenie:

214 a 651.

Dokazte, Ze pre l'ubovolné nenulové prirodzené Cislaa a b plati a - b = nsn(a, b) - nsd(a, b).

RieSenie:

Inak zapi$eme prvoéiselné rozklady ¢isel a, b v tvare a = 2%t - 3%2 . 5% ... h = 261 .3F2 . 505 ... kde a; a f3;
st nezaporné celé ¢isla a pouzijeme zrejmu identitu a; + B; = max(«;, ;) + min(a;, 5;)-

Pre tri nezndme prirodzené ¢isla plati, Ze najvacsi spolo¢ny delitel prvého a druhého je 8, najvacsi spolocny
delitel’ druhého a tretieho je 2, najvacsi spolocny delitel prvého a tretieho je 6, najmensi spolo¢ny nasobok
vSetkych troch ¢isel je 1680, najvacsie z Cisel je vacsie ako 100, ale nie je vacsie ako 200, jedno z Cisel je
Stvrtou mocninou celého ¢isla. O ktoré ¢isla ide? Urcte vSetky moznosti.

RieSenie:

70-Z9-11I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3574)

Urcte vSetky dvojice prirodzenych Cisel a a b, pre ktoré plati 2nsn(a, b) + 3nsd(a, b) = ab.
RieSenie:

69-C-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3388#page=3)

Urcte vSetky dvojice a, b kladnych celych ¢isel, pre ktoré plati a - nsn(a, b) = 4 - nsd(a, b).
Riesenie:

62-C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=687)

Rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel je 2 010 a ich najvacsi spolocny delitel je 2 014-krat mensi ako ich najmensi
spolo¢ny nasobok. Urcte vsetky také dvojice cisel.

RieSenie:
64-C-1-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1338#page=5)
N3ajdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel a, b, c, pre ktoré plati mnozinova rovnost

{nsd(a, b), nsd(a, c¢),nsd(b, ¢),nsn(a, b), nsn(a, c),nsn(b, c)} = {2,3,5, 60,90, 180}.

RieSenie:
61-C-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=453#page=3)

Nech a, b, c su kladné celé ¢isla také, Ze jedna z hodndt nsd(a, b) - nsn(b, ¢), nsd(b, ¢) - nsn(c, a), nsd(c, a) -
nsn(a, b) sa rovna sucinu zvySnych dvoch. DokaZte, Ze niektoré z Cisel a, b, ¢ je nasobkom iného z nich.

RieSenie:
73-A-111-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4923)

N3ajdite prvociselny rozklad cisla 1001.
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RieSenie:

1001 =7-11-13

Dokazte, Ze kazdé Sestciferné ¢islo, ktoré ziskame tak, Ze za sebou napiSeme dve rovnaké trojciferné cisla, je
delitelné 1001.

Riesenie:

Cislo ma tvar abc abc = abc - 1001.

Kol'kymi spdsobmi moZeme z cifier 1, 2, 3 zostavit trojciferné ¢isla, ktoré obsahuji kazdu z nich?
Riesenie:

Prvu cifru moZeme vybrat 3 spésobmi, zostavaju dve cifry. Z nich druht cifru mézeme vybrat 2 spésobmi
aposlednu jednym. TakZe takto moZno zostavit 3:2-1 = 3! = 6 réznych ¢isel. (Suc¢inn-(n—1)-(n—2)-...2-1
oznacujeme n! a ¢itame n faktoridl, napr. 5! ¢itame péat’ faktorial.)

Kol'kymi spdsobmi mozeme z cifier 0, 1, 2, 3 zostavit Stvorciferné ¢isla, ktoré obsahuju kazdu z nich?
RieSenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajicej tlohe. Prva cifra takého ¢isla musi byt nenulova, td moZeme
vybrat' 3 spdsobmi, druha uz méze byt l'ubovolna, mézeme ju vybrat 3 spésobmi atd. Vidime, Ze tak mozno
zostavit 3 -3 -2 .1 = 3-3! = 18 roznych cisel. Alternativne: Styri cifry moZeme usporiadat 4! = 24
spdsobmi, avsak 3! = 6 tychto poradi zacina cifrou 0, ¢o nedava Stvorciferné c¢isla. Preto takto mozZeme
zostavit 24 — 6 = 18 ¢isel.

Z cifier 3, 4, 5, 7 a9 boli vytvorené vSetky mozné trojciferné ¢isla tak, aby sa kazda cifra vyskytovala v kazdom
¢isle nanajvys raz. Urcte pocet takto vzniknutych ¢isel a ich celkovy sucet.

RieSenie:

68-7Z9-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3052#page=3)

Pat s¢ital vSetky Stvorciferné ¢isla, z ktorych kazdé obsahovalo vSetky cifry 1, 2, 3 a4, adospel k stictu 58 126.

Mat mu potvrdil, Ze pocital spravne, ale Ze zabudol pripocitat dve z uvazovanych cisel. Zistite, na ktoré ¢isla
Pat zabudol.

RieSenie:

66-7Z9-11-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2208#page=3)

Zapiseme vsetky patciferné Cisla, v ktorych sa kazda z cifier 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje prave raz. Potom jed-
no (lubovolné z nich) skrtneme a vsetky zvysné sc¢itame. Aké si mozné hodnoty ciferného suctu takého
vysledku?

Riesenie:

60-B-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=388#page=2)

Oznaévme M pocet vSetkych moZnych vyplneni tabulky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi ¢islami qd 1
do 9. Dalej oznacme N pocet takychto vyplneni, kde st navyse sucty vsetkych cisel v kazdom riadku aj stlpci
neparne Cisla. Urcte hodnotu N : M.

RieSenie:

72-B-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4362)

Dokazte vetu o obvodovom a stredovom uhle.

RieSenie:

Pozri str. 3-4 broZtry KruZnice (https://www.dml.cz/dmlcz/403592) zo Skoly mladych matematik
alebo tiez komentovany vyklad na https://www.youtube.com/watch?v=REi-iU5500g.

Dokazte vetu o zhodnosti obvodového a isekového uhla, t.j. vetu: Je dany trojuholnik ABC a bod K v polrovine
opacnej k polrovine ABC. Potom priamka KA je dotycnicou kruZnice opisanej trojuholniku ABC prdve vtedy,
ked' plati |*KAB| = |XACB|.

RieSenie:

Oznacéme O stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC. V pripade, Ze uhol ACB je ostry, leZi bod O v polrovine
ABC a |%AOB| = 2|%ACB|. KedZe AOB je rovnoramenny trojuholnik so zakladiniou AB, je tato rovnost ekvi-
valentna s |[¥BAO| = 90° — |[€ACB)|. Priamka AK je doty¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku ABC prave
vtedy, ked 0A L AK, teda prave vtedy, ked’ |<KAB| = 90° — |¥BAO| = 90° — (90° — |<ACB]) = |XACB|.
V pripade, Ze uhol ACB je pravy, vyplyva tvrdenie priamo z Talesovej vety. Ak je uhol ACB tupy, leZi bod O
v polrovine opacnej k ABC a |<BOA| = 360° — 2|<ACB|. KedZe AOB je rovnoramenny trojuholnik so za-
kladnou AB, je tato rovnost ekvivalentna s |<0AB| = |XACB| — 90°. Priamka AK je doty¢nicou ku kruznici
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opisanej trojuholniku ABC prave vtedy, ked 0A L AK, teda prave vtedy, ked |<KAB| = 90° + |X0AB| =
90° + (|%ACB| —90°) = |<ACB|.

Dve kruZnice sa pretinaju v bodoch A a B (A # B). Bodom B prechadza priamka, ktora pretina obe kruZnice
postupne v bodoch C a D (C # B # D). Vbodoch C a D st zostrojené dotycnice k obom kruzniciam, ktoré
sa pretinaju v bode E. Dokazte, Ze body 4, C, D a E leZia na jednej kruZnici.

RieSenie:

Rie$enie tlohy najdete v ¢lanku J. Svr¢ka a L. Juklovej Ako dokazat, Ze $tyri body lezia na kruznici (https:
//mfi.upol.cz/files/35/3503/mfi_3503_03_svrcek_juklova_179_187.pdf), ktory vysiel
v Cisle 3 aktualneho 35. ro¢nika ¢asopisu Matematika-fyzika-informatika (https://mfi.upol.cz/).
Dokazte, Ze os vnutorného uhla pri vrchole C trojuholnika ABC pretina kruzZnicu jemu opisant v bode S
(S # C), ktory je stredom (kruznicového) oblika AB neobsahujticeho vrchol C (tzv. Svr¢kov bod).
RiesSenie:

Nech O je stredom kruZznice trojuholniku opisanej. Podla vety o stredovom uhle sa (rovnoramenné) troju-
holniky ASO a BSO zhoduju v dizkach ramien A0, SO a BO a v uhloch nimi zovretych, st tak podla vety sus
zhodné, teda bod S leZi na osi strany AB, ktora pretina obluk AB v jeho strede.

Je dand kruZznica k a jej tetiva PQ. Uvazujme kruZnice £, m, ktoré obe leZzia v tej istej polrovine vytatej priam-
kou PQ tak, Ze kazda z nich sa dotyka tak tetivy PQ, ako aj zvnutra kruznice k. DokaZte, Ze obe dvojice 4, B
a C, D dotykovych bodov kruznic £ a m postupne s tetivou PQ a s kruznicou k lezia na jednej kruZnici.
RieSenie:

Rie$enie tlohy najdete v ¢lanku J. Svrcka a L. Juklovej Ako dokazat, Ze $tyri body lezia na kruznici (https:
//mfi.upol.cz/files/35/3503/mfi_3503_03_svrcek_ juklova_179_187.pdf), ktory vysiel
v ¢isle 3 aktudlneho 35. ro¢nika ¢asopisu Matematika-fyzika-informatika (https://mfi.upol.cz/).
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