MATEMATICKA OLYMPIADA 2026/2027

Navodné a dopliujuce ulohy
k aloham domacej pripravy kategorie C

N1

N2

N3

N4

D1

Mame 7 zlatych a 3 strieborné mince. Ako ich mame usporiadat do radu tak, aby v asporii jednej skupine
piatich susednych minci bolo viac striebornych ako zlatych minci?

Vo vrecusku je 10 guldcok, kazda je bud’ modr3, alebo cervena. Ak z vreciska vytiahneme 5 gulocok, vzdy
st aspon tri z nich modré. Kol'ko méze byt vo vrecisku modrych gul6cok?

Mame 10 minci, z ktorych kazda je bud’ zlata, alebo strieborna. Mince st usporiadané v rade tak, ze dve
strieborné mince nie st vedla seba. Kol'ko zlatych minci mézeme mat'? Urcte vSetky moznosti.

Mame 20 minci, z ktorych kazda je bud’ zlat3, alebo strieborna. Mince st usporiadané v obdlZniku tvorenom
dvomi radmi po 10 minci tak, Ze dve strieborné mince nie st vedla seba ani v riadku, ani v stlpci. Kol'ko
zlatych minci mézeme mat? Urcte vSetky moZnosti.

VyrieSte zadant ulohu pre 19 minci (podmienka skupiny 7 susednych minci ostava bez zmeny).

Ako sme mohli v predoslych tlohach vidiet, kli¢ovym bolo urcit najmensi mozny pocet zlatych minci. Vsetky
vysSie pocty sa dali lahko dosiahnut zamenou striebornych minci za zlaté. Preto sa v dalSich dopliiujtcich tlo-
hach bliz$ie pozrieme na tilohy na hladanie najmensieho (prip. najva¢sieho) moZzného poctu. Casto naroénejsou
¢astou tychto tloh je zdovodnit, preco sa mensi (prip. va¢si) pocet neda dosiahnut. Castym sposobom argu-
mentacie je rozdelit’ si situaciu na niekol'’ko mensich Casti a s¢itat odhady pre ne - ako sme v tilohe N3 s¢itali
odhady pre pary a v tlohe N4 pre prvy a druhy riadok.
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Pavol riesi nasledovnu tlohu: ,Na tabuli sd napisané ¢isla 1, 2, ..., 20. Kolko najviac ¢isel z tabule vieme
zakruzkovat tak, aby neexistovali dve zakruzkované Cisla, z ktorych jedno deli druhé?“ Jeho rieSenie znie
nasledovne: ,KedZe chceme zakruzkovat o najviac Cisel, tak zakruzkujeme prvocisla, lebo tie maji naj-
menej delitelov a navzajom sa nedelia. Zakruzkujeme teda 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 a 19. Teda najviac mozZno
zakruZzkovat 8 cisel.” Je Pavlovo rieSenie Uiplné a spravne (vratane odévodnenia)?

Vyrieste Pavlovu dlohu.

Do kruZnice k s polomerom 2 su vpisané dve mensie kKruznice, ktoré sa navzajom dotykaju, sicasne sa zvnut-
ra dotykaju kruznice k a stredy vSetkych troch kruznic lezia na jednej priamke.

Ukazte, Ze obvod kruZnice k sa rovna suc¢tu obvodov dvoch mensich kruznic.

Stvorec ABCD, kde |AB| = 20, sme rozdelili useckami EF, pricom EF || AB,aGH, pricom GH || BCaG € CD,
na 3 obdlzniky podobne ako na obrazku. Kazdy z obdlznikov ABEF, CEHG, DF HG ma rovnaky obvod. Urcte
tento obvod.
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Stvorec ABCD zlozeny z n x n jednotkovych $tvoréekov (kde n € N*) sme rozdelili na tri obdizniky tak,
Ze vSetky maju rovnaky obsah a kazdy sa dotyka zvysnych dvoch (podobne ako v predoslej navodnej ulo-
he). Strihy st vedené po stranach jednotkovych Stvorcekov. Urcte najmensiu hodnotu n, pre ktoru je také
rozdelenie mozné.

List papiera v tvare obdiznika ABCD, |AB| > |BC|, preloZime tak, Ze vrchol A4 splynie s bodom C. Zddvodnite,
preco je obvod vysledného patuholnika mensi ako obvod obdlznika ABCD.

Najdite vsetky celé Cislan > 2, ktoré su o 76 vacsie ako ich najmensi prvocinitel.
Najdite vSetky prvocisla p, g také, Ze p # q a Cislo pqg je o 76 menSie ako sucet vSetkych jeho kladnych
delitelov.

Cislo n je o 5 vacsie ako trojnasobok jeho najvac¢$ieho neparneho delitela. Uréte &islo n.

Cislo n je su¢inom troch roznych prvoéisel. Ak zvaé$ime dve mensie z nich o 1 a najvacsie ponechame ne-
zmenené, zvacsi sa ich stic¢in o 915. Urcte Cislo n.

N3ajdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré maju prave 6 delitelov, pricom sucet druhého najvacsieho a druhého
najmensSieho z nich je 54.

Ukazte, Ze pre lubovolné nezaporné redlne Cisla a, b plati nerovnost
(a+b)? = (a—b)?,

a zistite, kedy nastane rovnost.

Pre redlne ¢isla a, b, ¢ plati
a?>b%>>c? a>b>c.

Kol'ko najviac z ¢isel a, b, c mdze byt zapornych?
Ukazte, Ze pre lubovolné redlne ¢isla x, y plati nerovnost
lx +yl = x| = |yl.
Urcte vSetky trojice (x, y, z) redlnych Cisel, pre ktoré plati
x2+xy=y?+22

z2 +zy = y? + x2,

Pre kladné realne ¢isla a, b, ¢ plati c? + ab = a? + b?. Dokéte, Ze potom plati aj c? + ab < ac + bc.
Pre kladné redlne ¢islaa, b, ¢, d spiﬁajﬁce nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, Ze potom nutne platia > ¢ > d > b.

Preco taznica rozdeluje trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom?
Pripomenme si, ako sa pocita obsah lichobezZnika a preco tomu tak je.

Medzi dvoma rovnobezkami p a q leZi bod M tak, Ze jeho vzdialenost od priamky p je dvakrat vac¢sia ako jeho
vzdialenost od priamky q. UvaZujme body K a L leZiace postupne na priamkach p a q také, Ze bod M leZi na
usecke K L. Dokazte, ze bod M rozdeluje isecku KL v pomere 2 : 1.
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Medzi dvoma rovnobezkami p a q lezi bod M tak, Ze jeho vzdialenost od priamky p je rovnaka ako jeho
vzdialenost od priamKky q. UvaZzujme body A, B leZiace na priamke p a body C a D leZiace na priamkKke q tak,
Ze bod M je priese¢nikom useciek AD a BC a polpriamky AB a CD su suhlasné. Dokazte, Ze trojuholniky
ABM a DCM su zhodné.

V trojuholniku ABC oznac¢me stredy jeho stran AB, BC a AC postupne K, L a M. Priese¢nik useciek AL a BM
oznacme 0. Kol'kokrat je obsah trojuholnika ABC vacsi ako obsah trojuholnika AKO?

Nech P a Q su postupne stredy stran BC a AC trojuholnika ABC. Nech rovnobezka s AC prechadzajica
stredom K usecky PQ pretina priamku BQ v bode L a priamka PL pretina tisecku AC v bode M. Dokazte, Ze
M je stred usecky AQ.

Zakladna AB lichobeznika ABCD je trikrat dlhsia ako zakladiia CD. OznaC¢me M stred strany AB a P priesec-
nik use¢ky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer obsahov trojuholnika CDP a Stvoruholnika MBCP.

Dany je obdiZnik ABCD, pri¢om |AB| : |BC| = 2 : 1. Na jeho stranach AB, BC, CD, DA st dané postupne
body K, L, M, N tak, Ze KLMN je obdlznik a plati |KL| : |[LM| = 3 : 1. Vypocitajte pomer obsahov obdlznikov
ABCD aKLMN.

Vo vrecusku su Styri gulocky - biela, ¢ervena, modra a zelena. V kazdom tahu vytiahneme naraz 3 rézne
gul6cky, pozrieme si ich a vratime do vrectiS$ka. Kolkokrat musime zopakovat tahy, aby sme si boli isti, Ze

Y

vytiahneme rovnakau trojicu gul6¢ok?

Kuchar vari tri jedla. Na kaZdy z dvoch dnf zostavi jedalny listok obsahujtici nie nutne rovnaky pocet jedal.
Musi zarucit, aby si lubovolné dve rozne jedla z tychto troch bolo moZné pocas tychto dvoch dni v nejakom
poradi objednat’ (kazdy deii jedno jedlo). Dokazte, Ze kazdy den musel jedalny listok obsahovat aspon 2
jedld, a najdite taky priklad jedalnych listkov na oba dni s prave dvoma jedlami.

Kuchar vari 9 jedal (oznacenych ¢islami 1, 2, ..., 9) a zostavil takyto jedalny listok:

Pon (1 |3 |6 |8
Ut 1|4 (6 |9
Str |2 (4 |7 |9
Stv |2 |5 |7
Pia |3 |5 |8

Ak by sme si chceli objednat jedla 1, 2, 3, 4, 5, mohli by sme siich objednat v poradi 1, 4, 2, 5, 3, t. j. vpondelok
jedlo cislo 1, v utorok jedlo Cislo 4 atd. Najdite pat roznych jedal tak, aby sme siich nevedeli objednat’ (kazdy
deni jedno jedlo).

Do kazdého pola tabul'ky s 3 riadkami a 4 stipcami vpiste jedno z ¢isel 1 aZ 6 tak, aby platilo: ,Pre lubovolni
trojicu navzajom roznych c¢isel z mnoziny {1, 2, 3, 4,5, 6} dokazeme z kazdého riadku tabul'ky vybrat jedno
pole, aby vo vybranych poliach bola tato trojica ¢isel”.

Kuchar vari j jedal. Na kazdy z d < j dni zostavi jedalny listok obsahujuci nie nutne rovnaky pocet jedal.
Musi zarucit, aby si l'ubovolnych d réznych jedal z tychto j jedal bolo mozné pocas tychto d dni v nejakom
poradi objednat (kazdy deii jedno jedlo). Urcte najmensi moZny sucet poctov jedal zo vSetkych d jedalnych
listkow.

Kazdé policko tabul'ky 68 x 68 mame ofarbit’ jednou z troch farieb (¢ervend, modrj, biela). Kol'kymi spdsob-
mi to moZno spravit' tak, aby kazda trojica susednych poli¢ok v kazdom riadku a v kazdom stipci obsahovala
policka vsetkych troch farieb?
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Navodné a dopliujuce ulohy
k iloham domacej pripravy kategorie C
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Mame 7 zlatych a 3 strieborné mince. Ako ich mame usporiadat do radu tak, aby v aspoii jednej skupine
piatich susednych minci bolo viac striebornych ako zlatych minci?

Riesenie:
Napriklad SSSZZZZZZZ alebo aj ZZSZSZSZZZ.
Vo vrecusku je 10 guldcok, kazda je bud’ modra, alebo ¢ervena. Ak z vrecuska vytiahneme 5 gulocok, vzdy

A Y

st aspon tri z nich modré. Kol'ko méze byt vo vrecisku modrych gul6cok?
RiesSenie:
Ak by boli vo vrecisku aspoii 3 Cervené guldcky, tak by sme ich mohli vytiahnut naraz a nebola by platna

podmienka v zadani. Ak st vo vrecdsSku najviac 2 ¢ervené guldcky, tak z piatich vytiahnutych budu aspoii 3
modré. Vo vrecusku preto méze byt 8, 9 alebo 10 modrych gul6cok.

Mdame 10 minci, z ktorych kazda je bud’ zlat4, alebo striebornd. Mince su usporiadané v rade tak, Ze dve
strieborné mince nie st vedla seba. Kol'ko zlatych minci mdzeme mat? Urcte vSetky moZnosti.

RieSenie:

5az10. Vsituacii SZSZSZSZSZ mame 5 zlatych minci. Nahradzanim striebornej mince za zlatti podmienku
neporusime a dostaneme tak pocty minci od 6 do 10. UkaZeme dva sposoby, ako dokazat, Ze menej ako 5
zlatych minci mat neméZeme. Prvy spdsob zaloZime na pozorovani, Ze sa nam ,oplati“ davat strieborné
mince o najskor. (Treba si vSak dat’ pozor, Ze toto nie je Gplné zdévodnenie.) OcCislujme si pozicie minci od
1 do 10 (zlava doprava). Prva strieborna minca (zl'ava) méze byt najskor na pozicii 1. Druha nesmie susedit
s prvou, preto musi byt aspon o 2 pozicie vpravo, teda aspon na pozicii 3. Analogicky tretia strieborna minca
musi byt aspoii na pozicii 5, $tvrta aspoti na 7 a piata aspoii na pozicii 9. Siesta strieborna minca by musela
byt aspoii na pozicii 11, ktord v8ak neexistuje. Preto striebornych minci nemdze byt viac ako 5, a teda zlatych
je aspon 5. Druhé riesenie je kratSie: rozdelme mince na 5 parov susednych minci. Par neméze obsahovat
dve strieborné, preto musi obsahovat aspon jednu zlatd mincu. KedZe parov je 5, musime mat aspon 5
zlatych minci.

Mame 20 minci, z ktorych kazda je bud’ zlata, alebo strieborna. Mince st usporiadané v obdlzniku tvorenom
dvomi radmi po 10 minci tak, Ze dve strieborné mince nie st vedla seba ani v riadku, ani v stlpci. Kol'ko
zlatych minci m6zeme mat? Urcte vSetky mozZnosti.

RieSenie:
10 az 20. Z predoslej tlohy vieme, Ze v rade 10 minci musi byt aspon 5 zlatych minci. V dvoch radoch musi
byt teda aspon 10 zlatych minci. Pocet 10 zlatych minci mozno dosiahnut takto

ZSZSZSZSZS

SZSZSZSZSZ

Pocty od 11 do 20 ziskame postupnym nahradzanim striebornych minci za zlaté.

VyrieSte zadant ulohu pre 19 minci (podmienka skupiny 7 susednych minci ostava bez zmeny).

RieSenie:

Zlatych minci méze byt od 10 do 19. Ocislujme si mince po rade zlava doprava ¢islami od 1 do 19. V kazdej
z prvych dvoch sedmic minci (mince 1-7, 8-14) musia byt aspon 4 zlaté mince. Medzi piatimi poslednymi
mincami (s ¢islami 15-19) musia byt aspori 2 zlaté mince, pretoZe inak ani keby 13. a 14. minca boli zlaté,

poslednych 7 minci (13-19) by nesplialo podmienku zo zadania. Dokopy ich musi byt aspori 2 - 4 + 2 = 10.
Jedno z vyhovujuicich usporiadani 10 zlatych minci je SSSZZZZSSSZZZZSSS7Z7.

Ako sme mohli v predoslych ulohach vidiet, klicovym bolo urcit najmensi mozny pocet zlatych minci. Vsetky
vysSie pocty sa dali lahko dosiahnut zamenou striebornych minci za zlaté. Preto sa v dalSich dopliujtcich tlo-
hach bliz$ie pozrieme na tilohy na hladanie najmensieho (prip. najva¢sieho) mozného poctu. Casto naroénejsou
¢astou tychto tloh je zdovodnit, pre¢o sa mensi (prip. va¢si) pocet neda dosiahnut. Castym sposobom argu-
mentécie je rozdelit’ si situiciu na niekol'’ko menS$ich ¢asti a s¢itat odhady pre ne - ako sme v tlohe N3 scitali
odhady pre pary a v tlohe N4 pre prvy a druhy riadok.
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Pavol riesi nasledovnu tlohu: ,Na tabuli si napisané ¢isla 1, 2, ..., 20. Kol'’ko najviac cisel z tabule vieme
zakruzkovat' tak, aby neexistovali dve zakriuzkované cisla, z ktorych jedno deli druhé?” Jeho riesenie znie
nasledovne: ,KedZe chceme zakruzkovat co najviac ¢isel, tak zakruzkujeme prvocisla, lebo tie majd naj-
menej delitelov a navzajom sa nedelia. Zakruzkujeme teda 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 a 19. Teda najviac moZno
zakruzkovat' 8 ¢isel.” Je Pavlovo rieSenie tiplné a spravne (vratane odévodnenia)?

Riesenie:

Nie. Problém je v Pavlovej ,argumentacii“ o optimalite. Napriklad namiesto dvoch zakriazkovanych prvocisel
2 a 3 moOzeme zakruzkovat' tri ¢isla 4, 6 a 9.

Vyrieste Pavlovu tlohu.

RieSenie:

10. Pozrime sa na 5 mnoZzin: {1, 2, 4, 8,16}, {3, 6,12}, {5, 10, 20}, {7, 14} a {9, 18}. Pre kaZzdu z tychto mnoZin
plati, Ze ak zakrtzkujeme l'ubovolné dve ¢isla z nej, tak jedno bude delit druhé. Preto z kaZzdej z tychto mnoZin
vieme zakrazkovat najviac jedno ¢islo. Mimo tychto mnoZin ostalo 5 ¢isel 11,13, 15,17 a 19, z ktorych vieme

zakruzkovat najviac 5. Dostavame tak, Ze pocet zakrizkovanych ¢isel musi byt mensi alebo rovny 10. Tento
pocet aj mozno dosiahnut zakrizkovanim c¢isel 11,12, ..., 20, z ktorych zjavne Ziadne nedeli iné.

Do kruZnice k s polomerom 2 sd vpisané dve mensie kruznice, ktoré sa navzajom dotykaju, sucasne sa zvnut-
ra dotykaju kruznice k a stredy vSetkych troch kruznic lezia na jednej priamke.

Ukazte, Ze obvod kruznice k sa rovna suctu obvodov dvoch mensich kruznic.

RieSenie:

Oznacéme polomery dvoch vpisanych kruznic do kruznice k ako x a y. Z polohy stredov kruznic vyplyva, Ze
sucet priemerov vpisanych kruznic je rovny priemeru kruznice k, t. j. 2x + 2y = 4,apretoy = 2 — x. Sticet
obvodov vpisanych kruznic tak je 2mx + 2m(2 — x) = 4m, Co je zrejme obvod kruznice k s polomerom 2.
Stvorec /}BCD, kde |AB| = 20, sme rozdelili ﬁseékami’EF, pricomEF || AB,aGH,pricomGH || BCaG € CD,
na 3 obdlzniky podobne ako na obrazku. Kazdy z obdlznikov ABEF, CEHG, DF HG ma rovnaky obvod. Urcte
tento obvod.

D G C
F E
H
A B
RieSenie:
50. Ak ozna¢ime |BE| = |AF| = «x, tak |DF| = |GH| = |CE| = 20 — x. Pretoze obdlZniky CEHG

a DFHG s rovnakym obvodom majud jednu stranu rovnako dlhid, musia mat’ rovnako dlhu aj druh stranu, t. .
|[FH| = |[HE| = |CG| = |DG| = 20/2 = 10. Teraz uz lahko z rovnosti obvodov obdlznikov ABEF a CEHG
dopocitame
2(|AB| + |BE|) = 2(|CE| + |HE]),
20 +x = (20 —x) + 10,

x=05
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a hladany obvod je 2(20 + x) = 50.

Stvorec ABCD zloZeny z n X n jednotkovych $tvoréekov (kde n € N*) sme rozdelili na tri obdiZniky tak,
Ze vSetky maju rovnaky obsah a kazdy sa dotyka zvys$nych dvoch (podobne ako v predoslej navodnej tlo-
he). Strihy st vedené po stranach jednotkovych Stvorcekov. Urcte najmensiu hodnotu n, pre ktoru je také
rozdelenie mozné.

RieSenie:

n = 6. Najprv si uvedomime, Ze obsah kazdého z troch obdlZnikov musi byt rovny tretine obsahu $tvorca
ABCD, t. ]. %nz. Preto druha strana obd{Znika, ktory ma jednu stranu dlhti |AB|, musi mat’ dizku %n, kedze
|AB| = n. Nasledne dopoéitame dizky stran dvoch rovnakych obdiznikov - jedna z nich je %n adruha gn.

Aby boli dizky vietkych stran obdiznikov celé ¢isla, musi byt &islo n delitelné dvoma aj troma a najmensie
také &islo je 6. Potom rozmery obdlZznikov st 6 x 2 a dvakrat 4 x 3.

List papiera v tvare obdlznika ABCD, |AB| > |BC|, preloZime tak, Ze vrchol A splynie s bodom C. Zd6vodnite,
preco je obvod vysledného patuholnika mensi ako obvod obdlznika ABCD.

RieSenie:

Oznaéme strany obdlZnika ako |AB| = a, |BC| = b a postupujeme podla druhého rie$enia tilohy 74-C-I-1
(https://skmo.sk/dokument.php?id=5370#page=1). Z Pytagorovej vety v lichobezniku APRD je
|PR|? = (x — y)? + b2. Obvod patuholnikaje (a —x) + b+ b + y + 1/ (x — ¥)? + b2. Postupnymi Gipravami
dokaZeme, Ze je mensi ako 2(a + b):

(a=x)+b+b+y+J(x—y)2+b2<2(a+bh),
JEx=y)2+bi<x—-y+a,

(x—y)2+b2<(x—y)2+2a(x—y)+a2,

Coplativdakaa >b >0ax > y.

Najdite vSetky celé ¢islan > 2, ktoré sd o 76 vacsie ako ich najmensi prvocinitel.

Riesenie:

n = 78. Nech p je najmensi prvocinitel ¢isla n, potom ma platit n = p + 76. Zrejme p | n, a preto p deli aj
76 = 22 - 19. PretoZe p je prvocislo, mame len dve moZnosti: p = 2 alebo p = 19. Pre p = 2 dostaneme
vyhovujucen = 78 = 2 -3 - 13. Pre p = 19 dostaneme n = 95 = 5 - 19, ale 19 nie je najmensi prvocinitel
Cislan.

Najdite vSetky prvocisla p, g také, Ze p # q a ¢islo pqg je o 76 menSie ako sucet vSetkych jeho kladnych
delitelov.

RieSenie:

(p,q) € {(2,73),(73, 2)}. Sucet vSetkych kladnych delitelov ¢isla pq je 1 + p + q + pq, a teda mame riesit
rovnicul +p + q + pq = pq + 76,t. j. p + q = 75. Kvdli parite musi byt jedno prvocislo parne a druhé
neparne, preto jedno z nich musi byt 2 a druhé je 75 — 2 = 73, ¢o je tieZ prvocislo a skutoc¢ne ¢islo 2 - 73 je
0 76 vacsie ako 1 + 2 4+ 73 + 2 - 73. Iné rieSenie neexistuje.

Cislo n je o 5 vacsie ako trojnasobok jeho najvac¢sieho neparneho delitela. Uréte &islo n.

Riesenie:

n € {8, 20}. Oznacme najvacsieho neparneho delitela ¢isla n ako D, ma platit n = 3D + 5. Ale n je delitelné
Cislom D, preto D deli aj ¢islo 5. Pre D = 1 mdame n = 8 apre D = 5 mame n = 20. V oboch pripadoch je D
najvacsim neparnym delitelom ¢isla n, a teda tiloha ma dve rieSenia n € {8, 20}.

Cislo n je su¢inom troch réznych prvocisel. Ak zva¢sime dve mensSie z nich o 1 a najvacsie ponechame ne-
zmenené, zvacsi sa ich sucin o 915. Urcte Cislo n.

RieSenie:
63-C-1-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1009#page=2)

N3ajdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré maja prave 6 delitelov, pricom stucet druhého najvacsieho a druhého
najmensieho z nich je 54.

RieSenie:
65-B-11-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=29#page=23)
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Ukazte, Ze pre lubovolné nezaporné realne Cisla a, b plati nerovnost
(a + b)? = (a —b)?,

a zistite, kedy nastane rovnost.

Riesenie:

Nerovnost budeme postupne ekvivalentne upravovat tak, aby sme dostali nejaké evidentne platné tvrdenie.
V tejto ulohe sa dopracujeme k nerovnosti 4ab > 0, ktora zrejme plati, lebo zadané ¢isla st nezaporné.
Roznasobenim oboch stran zadanej nerovnosti dostaneme a2 + 2ab + b? > a? — 2ab + b? a po odpodcitani
a? + b? od oboch stran dostavame 2ab > —2ab, z oho po preneseni uz plynie pravdiva nerovnost 4ab > 0.
Zadana nerovnost plati preto, lebo otocenim poradia Gprav sa z platnej nerovnosti 4ab > 0 vieme dostat azZ
k nerovnosti (a + b)? = (a — b)?. Rovnost nastane prave vtedy, ked 4ab = 0, t. j. ak a = 0 alebo b = 0.

Pre redlne ¢isla a, b, ¢ plati
a?>b*>c? a>b>c.

Kol'ko najviac z ¢isel a, b, c moze byt zapornych?

RieSenie:

Najviac jedno. Ak by bolo b < 0, takaj ¢ < b < 0. Potom ale plati ¢2 = (—c)? > (—=b)? = b?, &oje
v spore s b? > c2. Iba ¢ zdporné byt méze, stali preverit ¢ = —1, b = 2, a = 3, naozaj 3% > 22 > (—1)?
a3>2>-1.

V dlohach poZadujucich najst najvacsiu/najmensiu hodnotu musime po najdeni tej hodnoty vykonat dva
kroky - najst’ priklad, kedy sa ta najvicsia/najmensia hodnota presne dosahuje, a ukazat, Ze vo vsetkych
ostatnych pripadoch bude hodnota nie vacsia/nie mensia ako nami najdena hodnota.

UkaZte, Ze pre lubovolné redlne ¢isla x, y plati nerovnost
lx +yl = |x] = |yl

RieSenie:

V tejto ulohe vyuzijeme trojuholnikovd nerovnost |a| + |b| = |a + b|. PrepiSeme si zadand nerovnost’ do
tvaru |x + y| + |y| = |x|, ktory ndpadne pripomina trojuholnikovi nerovnost. Potrebovali by sme, aby pre
nejako Sikovne zvolené hodnoty a a b platilo, Ze |a| a |b| st ¢isla |x + y| a |y| (lava strana trojuholnikovej
nerovnosti) a |a + b| = |x| (prava strana). To plati,ak a = x + y a b = —y. Vychadzame teda zo vSeobecne
platnej trojuholnikovej nerovnosti, do ktorej dosadime a = x + y ab = —y a tak dostaneme |x + y| + |y| =
[x +yl+ |-yl =I|(x+y)+ (—y)| = |x|. Od¢itanim |y| dostdvame zadand nerovnost.

Urcte vSetky trojice (x, y, z) realnych cisel, pre ktoré plati

x2+xy =y?+z2,
z2 +zy =y + x2,

RieSenie:

58-B-1-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=29#page=2)

Pre kladné realne ¢&isla a, b, ¢ plati c® + ab = a? + b2. Dokazte, Ze potom plati aj c? + ab < ac + bc.
RieSenie:

63-C-1I-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1079#page=2)

Pre kladné redlne ¢islaa, b, ¢, d spiﬁajﬁce nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, Ze potom nutne platia > ¢ > d > b.
Riesenie:
69-A-1-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3382#page=1)

Preco taZnica rozdeluje trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom?

RieSenie:

Nech M je stred strany BC trojuholnika ABC. TaZnica AM rozdeluje stranu BC na dve rovnaké tisecky, ktoré
st zakladiiami trojuholnikov ABM a ACM s rovnakou vyskou.
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Pripomenme si, ako sa pocita obsah lichobeZnika a preco tomu tak je.
Riesenie:

Medzi dvoma rovnobeZzkami p a g leZi bod M tak, Ze jeho vzdialenost od priamky p je dvakrat vac¢sia ako jeho
vzdialenost od priamKky q. UvaZzujme body K a L leZiace postupne na priamkach p a q také, Zze bod M lezi na
usecCke K L. Dokazte, ze bod M rozdeluje isecku KL v pomere 2 : 1.

RieSenie:

Dokreslime kolmicu na priamku p prechddzajicu bodom M a z podobnosti pravouhlych trojuholnikov (podla
vety uu) vyplyva hladany pomer.

Medzi dvoma rovnobezkami p a q lezi bod M tak, Ze jeho vzdialenost od priamky p je rovnaka ako jeho
vzdialenost od priamky q. UvaZujme body A, B leZiace na priamke p a body C a D leZiace na priamke q tak,
Ze bod M je priesecnikom tseciek AD a BC a polpriamky AB a CD su suhlasné. Dokazte, Ze trojuholniky
ABM a DCM st zhodné.

RieSenie:

Uhly AMB a DMC st vrcholové a uhly ABM a DCM su striedavé, preto AABM ~ ADCM podla vety uu.
Podobne ako v predoslej ndvodnej ilohe dokreslenim kolmice na priamku p ndm vzniknt zhodné pravouhlé
trojuholniky s preponami BM a CM a teda |BM| = |CM|, z ¢oho uz plynie AABM =~ ADCM podla vety usu.
V trojuholniku ABC oznalme stredy jeho stran AB, BC a AC postupne K, L a M. Priese¢nik useCiek AL a BM
ozna¢me 0. Kol'kokrat je obsah trojuholnika ABC vacsi ako obsah trojuholnika AKO?

Riesenie:

Je $estkrat vacsi. Usecky AL a BM st taznice trojuholnika ABC, a preto O je jeho taZisko. Vieme, Ze taZisko
0 rozdeluje tisecku CK v pomere 2 : 1, |KO| : |OC| = 1 : 2,ateda |KO| : |[KC| = 1 : 3. Ak oznacime
paty vySok z bodov O a C na stranu AB ako P a R, tak z podobnosti AKPO ~ AKRC podla vety uu v pomere
|KO| : |[KC| = 1 : 3vyplyva |PO| : |RC| = 1 : 3. Usecky PO a RC st ale aj vy$kami trojuholnikov ABO
a ABC, ktoré maju spolo¢nu zakladniu, a preto st obsahy trojuholnikov ABO a ABC v rovnakom pomere, t. j.

Sago * Sapc = 1 : 3. Bod K je stredom strany AB, preto Syxo = Sgxo, Z coho nakoniec plynie Syxo : Sapc =
1:6.

Nech P a Q su postupne stredy stran BC a AC trojuholnika ABC. Nech rovnobezka s AC prechadzajica
stredom K usecky PQ pretina priamku BQ v bode L a priamka PL pretina tisecku AC v bode M. Dokazte, Ze
M je stred usecky AQ.

RieSenie:

74-C-1-5 (https://skmo.sk/dokument.php?id=5370#page=4)

Zakladna AB lichobeznika ABCD je trikrat dlhSia ako zakladila CD. Ozna¢me M stred strany AB a P priesec-
nik usecky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer obsahov trojuholnika CDP a Stvoruholnika MBCP.
RieSenie:

55-C-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=241#page=1)

Dany je obdiZnik ABCD, pri¢om |ABf| : |BC| = 2 : 1. Najeho stranach AB, BC, CD, DA su dané postupne
body K, L, M, N tak, Ze KLMN je obdlznik a plati |KL| : |[LM| = 3 : 1. Vypocitajte pomer obsahov obdlznikov
ABCD aKLMN.

RieSenie:

73-C-1-6 (https://skmo.sk/dokument.php?id=4902#page=5)

Vo vrecusku su Styri gulocky - biela, ¢ervena, modra a zelena. V kazdom tahu vytiahneme naraz 3 rézne
gulocky, pozrieme si ich a vratime do vrecuska. Kolkokrat musime zopakovat tahy, aby sme si boli isti, Ze
vytiahneme rovnaku trojicu gul6c¢ok?

RieSenie:

Patkrat. Zo Styroch farieb vytvorime vSetky mozné trojice: (biela, cervend, modra), (biela, ¢ervena, zele-
na), (biela, modra, zelend), (¢ervena, modr3, zelend) - takto vieme vytahovat Styrikrat r6znu trojicu. Viac
roznych trojic neexistuje, preto najneskor v piatom tahu vytiahneme trojicu, ktord sme uz videli.
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Kuchar vari tri jedla. Na kazdy z dvoch dni zostavi jedalny listok obsahujtici nie nutne rovnaky pocet jedal.
Musi zarucit, aby si l'ubovolné dve rozne jedla z tychto troch bolo mozné pocas tychto dvoch dni v nejakom
poradi objednat (kazdy den jedno jedlo). Dokazte, Zze kazdy den musel jedalny listok obsahovat aspon 2
jedld, a najdite taky priklad jedalnych listkov na oba dni s prave dvoma jedlami.

RieSenie:

Zrejme kazdy den musi kuchar varit aspon jedno jedlo. Oznacme si jedla ako 4, B a C. Ak by v nejaky den
navaril iba jedno jedlo, napriklad 4, tak si objedname jedla B a C a nebude splnena pozadovana podmienka.
Ostava preverit, Ze ak kuchar navari v prvy den jedla A a B av druhy jedl4 4 a C, tak pre lubovolnti z moznych
dvojic jedal (4, B), (4, C) alebo (B, C) plati, Ze si ich vieme v nejakom poradi dnf objednat. Napr. pre dvojicu
(4, B) si objedname B v prvy a A v druhy deii a pod.

Kuchar vari 9 jedal (oznacenych ¢islami 1, 2, ..., 9) a zostavil takyto jedalny listok:

Pon |1 |3 |6 |8
Ut 114 |6 |9
Str (2 (4|7 |9
Stv (2 |5 |7
Pia |3 |5 |8

Ak by sme sichceli objednat'jedla 1, 2, 3, 4, 5, mohli by sme siich objednat vporadi 1,4, 2, 5, 3, t. j. vpondelok
jedlo ¢islo 1, v utorok jedlo Cislo 4 atd. Najdite pat roznych jedal tak, aby sme si ich nevedeli objednat (kazdy
deri jedno jedlo).

Riesenie:

Napr. 1, 3, 4, 6, 8. Ak si jedlo 1 objedname v pondelok, tak jedld 3 aj 8 si musime objednat’ v piatok, ¢o
nejde. CiZe jedlo 1 si musime objednat’ v utorok. Potom jedlo 6 si musime objednat’ v pondelok a jedlo 4
v stredu, nasledne jedind moznost pre jedlo 8 je piatok a jedlo 3 si uzZ nemoZeme objednat ani v pondelok,
ani v piatok. Vyhovuje tieZ napriklad akakolvek patica obsahujuca jedla 1, 4, 6, 9, pretoZe ta sa vari len v tri
rézne dni (pondelok, utorok a streda).

Do kazdého pola tabul’ky s 3 riadkami a 4 stipcami vpiste jedno z ¢isel 1 aZ 6 tak, aby platilo: ,Pre lubovolni
trojicu navzajom roznych cisel z mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6} dokazeme z kazdého riadku tabul'ky vybrat jedno
pole, aby vo vybranych poliach bola tato trojica cisel”.

RieSenie:

Existuje viacero moZnych zapisov ¢isel do tabul’ky, jeden z nich je

11234
11256
314|5]|6

Kuchar vari j jedal. Na kazdy z d < j dni zostavi jedalny listok obsahujuci nie nutne rovnaky pocet jedal.
Musi zarucit, aby si l'ubovolnych d réznych jedal z tychto j jedal bolo mozné pocas tychto d dni v nejakom
poradi objednat (kazdy deii jedno jedlo). Urcte najmensi mozZny sucet poctov jedal zo vSetkych d jedalnych
listkow.

RieSenie:

Kazdé policko tabul'ky 68 x 68 mame ofarbit’ jednou z troch farieb (Cervend, modr4, biela). Kol'’kymi spdsob-
mi to mozno spravit tak, aby kazda trojica susednych poli¢ok v kazdom riadku a v kazdom stlpci obsahovala
policka vSetkych troch farieb?

Riesenie:

68-C-1I-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=3126#page=1)
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